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INTRODUCAO

A Teoria de Morse é uma sub-drea da Topologia Diferencial que estuda
a relacdo entre a topologia de uma variedade diferencidvel e a estrutura dos
pontos criticos de fungdes reais defindas nela.

Assim, na primeira parte deste projeto, entre Maio e Julho de 2020, me
concentrei em estudar aspectos elementares das variedades diferencidveis
e da Teoria de Morse elementar (em uma variedade), o que se resumiu a
estudar o tipo de homotopia de uma variedade em termos dos pontos criticos
(ndo degenerados) de funcoes reais definidas nessa varidade.

Entre Agosto e Outubro estudei fundamentos de Geometria Rimanniana:
estudei o conceito de métrica riemanniana, uma conexao em um fibrado
vetorial € em uma variedade diferenciavel, a conexdo de Levi—Civita em
uma variedade riemanniana, o tensor de curvatura (e as varias curvaturas
subjacentes); além disso, me dediquei ao estudo de geodésicas e das suas
propriedades minimizantes, até chegar no teorema de Hopf—Rinow.

J4 entre Novembro e Dezembro juntei o conhecimento adquirido anteri-
ormente, € com os conceitos de Geometria Riemanniana foi possivel aplicar
a Teoria de Morse para o estudo da topologia do espaco de caminhos entre
dois pontos fixados de uma variedade (riemanniana). Assim, estudamos re-
sultados que ligam a topologia de uma variedade com as curvaturas dessa
variedadede, obtidos de uma maneira bastante natural das teorias anteriores.

Nos primeiros dois meses de 2021, estudei fundamentos da topologia
diferencial, como a teoria de transversalidade e a teoria de interseccao.

Em Marco deste ano me dediquei ao estudo da homologia de Morse, e
do relacionamento da Topologia Diferencial com os sitemas dindmicos.

E por fim, em Abril conclui o estudo do teorema do H-Cobordismo e me
dediquei a escrever o relatorio.

Utilizei como textos bases os livros nas reférencias [10, 9, 4, 3, 12, 8],

listados aqui em ordem decrescente de uso.

1. TOPOLOGIA DIFERENCIAL

1.1. Teoria de Morse elementar.
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1.1.1. Caso motivacional. O exemplo que ilustra bem a Teoria de Morse
¢ tentar estudar a decomposicdo celular de um toro a partir da fungdo al-
tura definida pela figura (1). As figuras (2)—(5) descrevem os subniveis da
funcdo altura no toro.

O subnivel A~ ! [0, 411] ¢ homeomorfo a uma célula de dimensao 2, e € ho-
motdpico a uma célula de dimenséo 0. O subnivel 7! [0, %} ¢ homeomorfo
a um cilindro (veja Figura 3), e homotdpico a uma célula de dimensao 2
com uma cé€lula de dimensao 1 colada (veja figuras (10)—(13)). O subnivel
h=1[0, 2] é homeomorfo a um cilindro com um disco removido (Figura 4),
e homot6pico a um cilindro, com uma célula de dimensao 1 colada(veja fi-
guras (14)—(17)). Finalmente, o subnivel 2~1[0, 1] € homeomorfo ao toro
inteiro, obtido colando uma célula de dimensdo 2 ao subnivel A7'[0, 3]
(Figura 5).

A uncdo altura define portanto uma estrutura de complexo celular para
o toro, com uma célula de dimensao 0, duas células de dimensao 1, e uma
célula de dimensado 2. A dimensao dessas células corresponde ao indice da
segunda derivada da fun¢do em seus pontos criticos.

A Teoria de Morse estuda como uma func¢ao diferencidvel determina uma
estrutura celular do dominio da funcao.

1.1.2. Fungées Reais de uma variedade.

Definicao 1.1. Uma variedade riemanniana é uma variedade diferencidvel
M, com uma funcdo definida na variedade, g, tal que se p € M entao
gp: T,M x T,M — IR € um produto interno em 7,M com a seguinte
condigdo de regularidade: se X,Y € X(M), a fungdo p — g,(X,,Y,) é
diferencidvel.

Vamos estudar fungdes reais de uma variedade riemanniana. Neste texto
a palavra diferencidvel significard C*°, I denotard o intervalo [0, 1], M uma
variedade riemanniana e g sua métrica.

Vamos agora definir

Definicao 1.2. Seja f: M — R entdo dizemos que p € M € ponto critico

de f se a derivada de f em p for 0. Dizemos ainda que f(p) é valor critico
de f.
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FIGURA 1. Funcao altura

FIGURA 2. Subnivel 7' [0, 1]
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FIGURA 3. Subnivel 7' [0, 1]

FIGURA 4. Subnivel A~ [0, 3]

Lema 1.3. Seja f: M — R, p € M ponto critico de f e v,w € T,M,

entdo se estendermos w a um campo de vetores, W, em alguma vizinhanga
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FIGURA 5. Subnivel h~1[0, 1]

de p, temos que v(w(f)) ndo depende da extensdo de w e é simétrico em v
ew.

Demonstragcdo. Se U é um aberto coordenado que contém p e onde w esta
definida, e (uq, ..., u,): U — R"™ uma carta, entdo escrevendo v(w(f)) em
coordenadas temos que:

() = (3 g ) = (S )55 =
=S )2 ()m(auﬁuz szowafjguz()):

Z Y g 0u, é?ujauZ 2

Que € simétrico em v e w e evidentemente ndo depende da extensao.

g
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A partir disso, em um ponto critico de f, podemos definir uma segunda
derivada de f.

Definicao 1.4. Seja f: M — R, p € M ponto critico de f, entdo dizemos
que a seguinte aplicacao bilinear € a hessiana de f em p:

Josp: TyM X T,M — R
(v, w) = v(w(f))
onde w € uma extensdao qualquer de w a um campo de vetores em alguma
vizinhanga de p.
Observacdo 1.5. A partir do Lema anterior, podemos concluir que em co-

02 f )
J

ordenadas locais a matriz associada a f**p € dada por ( D0z )i j

Definicao 1.6. Seja f: M — R e p € M ponto critico, dizemos que a
nulidade de f em p é a dimensdo do ker f,, = {v: f..(v,%) =0}. Eque o
indice de f em p é a mdxima dimensdo de um subespaco de 7, M onde f..

€ negativa definida.

Definicao 1.7. Seja f: M — R,p € M ponto critico, dizemos que p é
ndo-degenerado se a nulidade de f em p for zero.

Notacdo. Se f € M — R ¢ fixada entdo denotamos por M o subnivel
fechado:
M*={peM: f(p) <a}.

Enunciamo o seguinte resultado elementar sem demonstragao.

Lema 1.8. Sejam V vizinhanca aberta de 0 e f: V C R"™ — R dife-

rencidvel com f(0) = 0, entdo 3g;: V — R tal que f(x) = >, x;ig:(2),
com g;(0) = g:i (0). O

Estamos prontos para demonstrar um resultado essencial da teoria, que

nos permitird dar uma descri¢ao dos subniveis de uma func¢do perto de um

valor critico.

Lema 1.9 (Lema de Morse). Seja f: M — R diferencidvel que tem em p €
M um ponto critico ndo-degenerado, entdo U > p aberto e x: U — R"
carta de M tal que f o x™' = f(p) + >, 0:x7, onde 0; € {—1,1}.
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Esbogo da prova 1. Podemos assumir que f(p) = 0 (caso contrario basta
tomar F' = f — f(p)). Aplicando o Lema 1.8 a f e suas derivadas parciais,
obtemos que a f pode ser escrita em cordenadas locias como

flz) = Z i jhi j(x).

Definindo h; j(z) = 3 (s j(z) + hj;(x)), temos que h; ; € simétrico em i,

e f= i Tizjh; j, deste modo derivando duas vezes em zero, obtemos
o*f

dx;0x; )

A demostracdo do Lema é obtida agora com um processo parecido ao

" 1
que h;;(0) = 3(
processo de diagonalizacdo de formas quadraticas, observando que nesse
caso é necessério diagonalizar simultaneamente todas as h;(z). Para isto,
se utiliza de forma oportuna o teorema da funcdo inversa. Omitimos os
detalhes desta parte final da prova, que pode ser encontrada em [10] U

Demonstragdo alternativa. A idéia da demonstragdo € usar o truque de Mo-
ser.

Escrevendo f em coordenadas locais em torno de p podemos assumir,
sem perda de generalidade, que f estd definida em Uy, C R" vizinhanga de
0,eque f(0) = 0 (lembre que como p é ponto critico f,(0) = 0). Aplicando
o Lema 1.8 a f e suas derivadas parciais, obtemos que a f pode ser escrita
em cordenadas locias como

f(x) = Z xixjhi ().

Definindo h;j(z) = 1(h;;(z) + hj;(z)), temos que h;; € simétrico em
,7e f = ZZ ; xi:z:jﬁm, deste modo derivando duas vezes em zero, ob-
0% f
O0x;0x;

temos que h;;(0) = %( ). Assim exatamente como o processo de

-2
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diagonalizacdo de formas quadraticas podemos supor que o sistema de co-
2

0

ordenadas no ponto p escolhido é tal que ( / (0)) é da forma:
8:@813

-1 0 0 0

0 -1 0 0

0o 0 : 0

0O 0 010

0 O 1

o2
onde ) € o indice de %<8:L‘l-8ij (0)).
Defina A: R" — R como a forma quadrética —z7—- - -—a3+23, 4+ - -+

x2, queremos mostrar que existe um difeomorfismo ¢ tal que f o p = A.

Para fazer isso vamos construir uma familia de fun¢des

(1) F(t,x) = flx) = A(w) +¢(f(z) = Alx))
e de difeormofismos locais, ®(¢, x) = ¢;(x), de maneira que
2) F(t, o) = fropr = A

e assim pondo ¢t = 1 temos o resultado desejado. A vantagem dessa constru¢ao
¢ que a familia de difeomorfismos (), serd obtida como o fluxo de um
campo vetorial (dependente do tempo), e serd determinada como solucao
de uma equacdo diferencial.

Com efeito derivando em ¢ a equagdo (2), temos:

oF oF 0P
3 —( —( — (7 =
Vamos definir X; como um campo de vetores dependente de tempo que

satisfaz: 90
E(tﬂw = (Xt)<pt(x)

Como %—Ij (t, ) = f — A temos que a equacao anterior se transforma em:
f=A+df(2)(Xi)pa) =0 =
dft(x)<Xt)<Pt($) =A-f
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Portanto podemos tentar resolver a equagao diferencial

(4) dfe(2)(Xe) gy =9 =A— f

Para fazer isso vamos simplificar a equagdo. Como ¢(0) = A(0) + f(0) =
0+0=0¢eg.(0)v = A.(0)v+ f.(0)v = 0+ 0 = 0, entdo exatamente
como para [, temos que g(z) = >, ; x;x;G; j(x), onde G(x) = (G ;(x))i;
¢ simétrica e depende diferenciavelmente de .

Vamos entdo tratar de df;(x)(X¢),, (). Como df;(0)v = 0 para todo v,

entdo em particular temos que df;(0)(X})y,(z) = 0 € assim:

dfi(2)(Xt)gu@) = dfi(@) (X)) — dfi(0) (X))

1
d
_/o Edft(sx)(Xt)%(m)dS:

1 ) a A
— [ (g2 s ds =

1
® _ PRI
N /o (Z(Xt)“’t(x) Ox; Ox; (Sx)dssxj)ds -

Z‘)j

1 ) ant
— . X ¢ _— d —
/O %J:IJ( t)got(x) 8@0@ (SZE) S

. 1 an
i\j !

Desta forma definindo B; ;(z,t) = 01 82:£;i (sx)ds,e B(x,t) = (B, j(x,t));,
02 fi

B 0; (0));; é igual a

temos que B(0,t) = (

0*A D% fy *fy
(83:]-8:162- 0+ t(&vj@a:i 0= 0z ,;0x; (O>)>1]

Entdo como (% (0)); e (% (0)); ;sdo diagonais, entdo tambem B(0, t)

oéeayj— jentradade B(0,t) é:
—2+t(-1+2)=—(2—-1), sej<A
2+t(1-2)=2—t, sej > A

E assim para 0 < ¢ < 1 B(0,t) é ndo singular. Por continuidade, B(x,t) é

ndo singular para todo ¢ € [0, 1] e todo x numa vizinhanga de 0. Usando a
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(5), vemos que a (4) é dada por:
(B(z,t) Xy, x) = (G(z)x, x).

Uma solugio X; para a equagdo acima é dada por X; = B(z,t)"(G(z)z),
que claramente depende suavemente de ¢ e x. Como visto acima, uma
solugdo (¢;); do problema (2) é obtida como fluxo' do campo vetorial (de-
pendente do tempo) X;. U

Corolario 1.10. Pontos criticos ndo degenerados sdo isolados. U

Uma fungdo f: M — R é dita de Morse se todo seu ponto critico € ndo
degenerado.

Definicao 1.11. Uma fun¢do ¢: R x M — M é um grupo de difeomofismo
a 1 parametro se:

(1) YVt pi(x): M — M é difeomorfismo

(2) ¢ers(q) = ¢i(ps(q)) paratodo t,s € Reg € M

A um grupo a 1-parametro podemos associar um campo vetorial, X, tal
que T, M > X, é definido de maneira que se f: M — R entdo

X,(f) = lim flen(q) = f(a)

h—0 h

Definicao 1.12. Dizemos que o campo de vetores X gera ¢

Lema 1.13. Seja X um campo vetorial em M com suporte compacto, entdo

X gera um tvnico grupo a 1-parametro de difeomorfismos.

Demonstragdo. Obtida usando resultados de existéncia, unicidade e de-

pendéncia continua para solucoes de EDOs. Omitimos os detalhes. U

Estamos prontos para as demonstra¢des dos resultados necessarios para
descrever a decomposi¢ao celular de uma variedade associada a uma funcao
de Morse definida nela.

Teorema 1.14. Seja f: M — R diferencidvel, com f~'[a,b] compacto
sem pontos criticos. Entdo M® é difeomorfo a M" e é um retrato por

'Pode ser demonstrado que o fluxo de X estd definido para todos os tempos ¢ € [0, 1],
veja [11]
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deformacdo de M, onde i: M® — M é uma equivaléncia de homoto-

pia.

Demonstragcdo. Defina V f como o gradiente de f em relagdo a métrica g,
e denote por X um campo diferenidvel com suporte compact, € que em
Vf

fYa, b] coincida com oz Pelo lema 1.13 X gera um grupo de dife-

omorfismos ¢,: M — M. Seq € M e hy;: R — R é tal que hy(t) =
F(4(a)). entiose pi(q) € f[a, bl temos que b (t) = X, (f) = g(V £, X),
1, portanto contanto que ¢;(q) € f~'[a, b] temos que h, é uma fungdo afim
com derivada 1. Deste modo temos que ¢,_, leva M* difeomorficamente
em MP®, de fato, se ¢ € M, entdo h,(b —a) — h,(0) = b—a =
flop-a(q)) <atb—a=b = ¢,_4(q) € M?, e analogamente podemos
provar que se ¢ € M’ entdo ¢ = p,_4(q) € M e pp_o(q') = q.
E a funcao

re: MY — M

. q, seqe M

Pria—1@)(@), seq€ fHa,b]

E tal que 7y = 7 e 1 é uma retragdo de M® emM® e portanto como a familia

de fun¢des depende continuamente em ¢, temos que M? € um retrato por
deformacdo de M° O

Teorema 1.15. Seja p um ponto critico ndo degenerado de indice \ para
f: M — R. Sec= f(p) entdo supondo que 3 > 0 tal que f~'[c—e, c+¢]
é compacto sem outros pontos criticos, além de p, entdo diminuindo ¢, se
necessdrio, M“*¢ tem o tipo de homotopia de M ¢ U ey, onde ey é uma M-

célula, e M U ey denota a colagem celular usual na Topologia Algébrica.

Esbo¢o da Demonstragdo. Escolha um sistema de coordenadas, u: V(p) —
U(0), em torno de p, de maneira que f = c—uf—---—ui+uj +- - +ul.

Tome ¢ > 0 de maneira que f~'[c — ¢, ¢ + €] seja compacto, livre de
pontos criticos e que V (p) D Ba.(0). Defina

A
e,\i{xEM:Zuggseuk:OVk>)\},
1
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observe entdo que ey N M ¢ = QOe,.
Provaremos que M¢ ¢ U ey é um retrato por deformagdo de M<*e,
Seja ii: R — R diferencidvel, satisfazendo
o u(0)>¢
e u(t) =0parat > 2¢
e —1 < yu/(t)<Oparatodot € R
Defina

F:M—R

(), sex & V(p)
f@) = p(3 wil)® + 2305, u5(2)%), sea € V(p)
Ao longo desta demonstr¢@ao vamos provar os seguintes fatos sobre F:
o F<f
o ["(—o0,c+e] = Mte
e Todo ponto critico de F' € ponto critico de f
o Fllc—ect+elC fle—e,c+é

X —

Para o primeiro ponto basta observar que ;. é ndo negativa, e assim F' < f.

Vamos agora separar as demonstragdes em partes.
Afirmagdo 1. F~1(—oc0,c+¢] = M°t®

Demonstragdo. O que acabamos de observar implica que F~!(—oo,c +
g] D Mc*¢. Por outro lado se z € F~!(—o0, c+¢| temos que, ou x ¢ V(p),
oux € V(p). Sex ¢ V(p) temos que f(x) = F(z) < c+ &, caso contrario
se (S u?+230, u3) < 0 entdo Sru 4230 u; < 2¢ e portanto

A n n A n
f:c—;u?—i-Zu?Sc—l—Zu?Sc—i—%Zu?—i—Zuigc—i—a

A+1 A1 1 A+1
U

Afirmagdo 2. Os pontos criticos de f sdo os mesmos dos de F'.

Demonstragdo. Basta verificar que os pontos criticos de F' e [ sdo os mes-

mos em V' (p). O unico ponto critico de f em V' (p) € p, e como F' = h(&,n),
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com

Mz, y) =c—x+y—plx+2y),
A

@) =3 uilg),

1
n(q) =) u(e)?
A1
temos que dF = %df + g—Zdn, desta forma observando que

oh

—=-1—-4'<0

Ox a

oh

—=1-24>1

By HoZ
e que {d&(q),dn(q)} é Li. para todo ¢ # p, temos que p é o dnico ponto
critico de F'em V' (p). O

Afirmacdo 3. FYc—e,c+¢| C fTle—e,c+¢]
Demonstragdo. Como F' < f temos que f~*(—o0,c+¢] D F1(—o0,c+
e]. Assim pelo primeiro ponto temos que:
fle—cgctel=

=f!Y~o0,c+e]\ f(~00,c—¢)D

DF Y (—o0,c+e]\ F'(~00,c—¢) =

=Fc—¢,c+e

0

A afirmagdo acima implica que F'~![c — ¢, ¢ + €] é compacto. E portanto
como F(p) = f(p) — 1(0) < ¢ — ¢ pelo lema anterior concluimos que o
conjunto F'~*(—o0, c—¢| é um retrato por deformagdo de F'~!(—o0, c—¢| =
Me*<. Desta forma se definirmos o conjunto H = F~1(—o0,c —¢) \ M5,

nos resta mostrar que M “ °Ue, € um retrato por deformagdo de M“ U H.

Para fazer isso se costroe um retrato explicito, veja referéncia [10]. U

Finalmente, vamos ao teorema mais importante desta primeira parte que
nos da a decomposicao celular de nossa variedade.
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Teorema 1.16. Se f: M — R ndo tem pontos criticos degenerados, e se Va
M® é compacto, entdo M tem o tipo de homotopia de um complexo-C.W.,

com uma célula de dimensdo \ para cada ponto critico com indice \.

Demonstragcdo. Sejam c; < ¢y < --- 0s valores criticos de f, entdo como
Va € R M® é compacto temos que {¢; : i} ndo tem pontos de acumulagao,
caso contrario se d fosse um ponto de acumulagdo teriamos que o compacto
M1 contém infinitos pontos criticos que é um absurdo pois os pontos
criticos nao degenerados sao isolados pelo Lema de Morse. Assim, como
para a < ¢; M® = (), se assumirmos que a ndo é um valor critico, e M
tenha o tipo de homotopia de um complexo-C.W., definindo ¢ = min{c; :
¢; > a} entdo vamos mostrar que M ¢ é um complexo C.W.

De fato pelos teoremas 1.14 e 1.15 temos que M“ tem o mesmo tipo de
homotopia, cm h: M“™¢ — M* uma equivaléncia, e 3¢ tal que M“° U,
ex, U Up, o en =~ M=, onde @;: de), — M =. Assimse h': M* —
K for a equivaléncia de homotopia de M* com K, um complexo-C.W.,
temos que h’' o h o @;: dey, — K € homotopico, por aproximagao celular
a uma aplicacdo ¢: Jey, — Ky,_1, onde Ky, é o (A; — 1)-esqueleto de
K. Portanto podemos provar que M o~ M= U,, ey, >~ K Uy, e), que é
um complexo-C.W..

Concluimos agora que, nas hipdteses do Teorema, )M possui a estrutura
de um CW-complexo. O caso em que M € compacta segue da analise ante-
rior, levando em consideracao que, nesse caso, o nimero de pontos criticos é
finito. O caso em que M é ndo compacta, mas que todos 0s pontos criticos
de f estejam num subnivel compacto da f, também é deduzido como o
mesmo argumento.

Para o caso geral, precisa utilizar um argumento mais elaborado, que usa
uma exaustdo de M por compactos, e utiliza o Teorema de Whitehead que

pode ser visto em [7]. L]
1.2. Fibrados Vetoriais.

Definicao 1.17. Um fibrado vetorial de posto k sobre uma variedade M™ é
uma tripla: (£, 7, M) onde:

e F' € uma variedade diferenciavel;
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e m: I/ — M € uma aplicacdo diferencidvel sobrejetora;

e Para todo x € M, a fibra 7~'(x) possui uma estrutura de espago
vetorial (real) de dimensao k;

e para todo p € M, existe uma vizinhanca aberta U de p e um difeo-

morfismo A tal que:
(6) h: 7Y (U) — U x RF
tal que para todo =z € U, h(r~!(x)) = {2} x R* e

‘w*l(w): 1 (z) — {2} x R”

¢ um isomorfismo de espagos vetoriais.

Chamaremos E de espaco total, M de espaco base, m de projecdo, e o
conjunto E, = 7~ !(x) é chamado de fibra no ponto x. Denotaremos por

E|y o conjunto 71 (U).
As aplicagdes h em (6) sdo chamadas trivializa¢ées locais do fibrado
(E,m, M).
Exemplo 1.18. O fibrado tangente de M:
T™ = {(p,v) :p€,veT,M}
€ um fibrado vetorial.

Definicio 1.19. Seja (E, 7, M) um fibrado vetorial; dizemos que uma fungéo
s: M — FE é uma secdo de F se s o m = I. Denotaremos o conjunto das
secoes de F por I'(E, M) =T'(E)

Exemplo 1.20. Uma secdo do fibrado tangente pode ser identificada com
um campo vetorial em M, isto é, se s € I'(T'M), entdo s(p) = (p,v(p)) e
definindo X, = v(p) temos que X € X(M).

Proposicao 1.21. Se (E, 7, M) é um fibrado vetorial, entdo I'(E) possui
uma estrutura de modulo sobre a R-algebra F(M), com as operagédes:
o 51,50 € I'(E), (514 s2)(z) = s1(x) + sa2(x) € E,
o [ €F(M),s e T(M),(fs)(x) = f(x)s()
Com mum pequeno abuso de terminologia, as vezes usaremos somente o

simbulo £ para denotar o fibrado vetorial (E, w, M).
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Definicao 1.22. Dado um fibrado vetorial £/, uma conexdo em E € uma
aplicacao R-bilinear:

V:X(M)xT'(F) — I'(E)
(X,s) —> Vxs

tal que Vs € I'(E) a aplicagdo V.s é F(M)-linear e VX € X(M), f €
S(M)eseI'(F)temosque Vx fs= fVxs+ X(f)s.

Em termos mais concretos, uma conexao num fibrado vetorial deve ser
pensada como uma operagao que permite calcular as derivadas de secdes do
fibrados, nas dire¢des tangentes a base.

Observagdo 1.23. Usando os fato que Vs é §(M)-linear, e a identidade
Vxfs = fVxs + X(f)s podemos concluir que V ¢é local no seguinte
sentido: se X’ = X” ¢’ = ¢” em uma vizinhanca de um ponto p, temos que
(Vxis'), = (Vxns"),. Mais do que isso temos que V induz naturalmente
uma conexdo V': X(U)xT'(E|y) — I'(E|v), tal que (V) |U = Vi, slu-
Reciprocamente, usando as trivializacao locais de um fibrado € f4cil definir
conexodes locais de um fibrado vetorial (veja exemplo 1.28 abaixo), e usando
particoes da unidade € possivel construir conexdes em fibrados vetoriais

arbitrarios.

Defini¢ao 1.24. Seja (E,m, M) um fibrado vetorial de posto k, chamamos
de um referencial de E' uma familia de k se¢Oes de F, s1, ..., sy, tais que
que para todo x € M temos que s1(z), s2(z), ..., sp(x) é uma base de E,.
Em geral, fibrados vetoriais podem ndo admitir referenciais, e é conveniente
definir também a nogao de referencial local E, que é um referencial de £y

para algum U aberto.

Nao € dificil ver que, dado um qualquer ponto x € M, existe sempre um
referencial local para E definido numa vizinhanga aberta de x.
Introduzimos agora a importante no¢ao de pull-back de fibrados.

Exemplo 1.25 (Fibrado Pullback). Sejam M, N variedades, f: N — M

diferenciavel e (E, 7, M) um fibrado vetorial. Definimos

f*E={(z,v) e Nx E: f(z) =n(v)}
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Desta forma, f*F é um fibado vetorial sobre /N, com proje¢ao f*(m) dada
pela projecdo na primeira coordenada. Note que f*F € um espago to-
poldgico, com a topologia de subespago de NV x £ Utilizando trivializa¢Oes
locais do fibrado F, ndo € dificil descrever uma estrutura diferencidvel para
f*E, na qual a proje¢do para na segunda coordenada seja diferenciavel.
Observe que toda secdo em F induz uma se¢do f*FE, com efeito se s €
['(E) entdo definimos por f*s a fungdo s o f, que serd uma segdo de f*E.
Além disso, se V é uma conexao de F/, entdo f também induz uma conexao,

f*V,em f*E, a ver a conex@o dada pela relagio:

(7N (f*'V)xf's=["(Vyxs)

A relagdo acima define uma conexdo da seguinte forma, se p € M e U(p)
for uma vizinhanga triviliazante de &/ em p entdo podemos encontrar um
referéncial local, r(z) = (r'(x),...,7"(z)), em U(p). Desta maneira f*r
é um referencial local em V(q) = f~1(U(p)), e assim se X € X(N) e
s € I'(f*FE) podemos escrever em V ()

ZG ) (

'''''

temos que em V' (q)
(f*V)xs =
— (VxS = SOX(E) P+ O (V) =
j J

®) =Y X+ O (Vixr?)

O que mostra que se f*V estiver bem definido, € tUnico, pois o termo a
direita da dltima igualdade acima depende somente de V e de f. Por fim
podemos definir f*V pela expressao (8), que nos dard uma conexdo em
f*FE satisfazendo (7).

Estaremos interessados num caso especial de pull-back que nos permite

definir de forma mais precisa a no¢do de derivada covariante ao longo de
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uma curva. Dada uma curva diferencidvel w: ]a,b] — M, o pull-back
w*T'M é um fibrado vetorial sobre |a, b|.

Defini¢ao 1.26. Sejam w: |a,b[ — M uma curva diferencidvel e V uma
conexao no fibrado tangente de M. Diremos que uma se¢do V' de w*T'M
é um campo de vetores ao longo de w, denotaremos por X(w) o conjunto

I'(w*TM), e por ¥ a secdo (w*V)%V, diremos que £Y ¢ a derivada

covariante de V' induzida pela conexdo V.

Exemplo 1.27. O campo tangente - € um campo de vetores ao longo da

curva w.

1.3. Geometria Riemanniana. Deste ponto em diante diremos que uma
conexdo na variedade M serd uma conexao no fibrado TM: V: X(M) x
X(M) — X(M). Uma conexdo em M, entdo, serd pensada como o ins-
trumento que permite calcular as derivadas de campos vetoriais em M em

direcOes tangentes a M.

Exemplo 1.28. Se M = R", podemos definir (VxY), = (dY),X,,uma

conexdao em R™

Observagdo 1.29. Ja sabemos que V € local, mas além disso (VxY'), ndo
depende dos campos X, Y em si, e somente das quantidades: X, ¢ Y “na

direcdo”’de X, isto é, se U for um aberto coordenado e (uq,...,uyn) co-
)

ordenadas locais em U, entdo chamando 0; = — temos V;.0; € X(U)

ou;
portanto podemos escrever Vy,0; = ), Fﬁ Ok, com I‘ﬁ ;2 U — R é dife-
rencidvel. Establecido issose X = ), 7,0, e Y =}, y;0;, entdo:

= Zx,ija 0; + 0i(y;)0; = Z ley] ) + in&-(yk)]@k =
%] ;
= Z Z 2y TE ) + X (yk)] Ok

Assim calculando em p temos que (V x Y)p como fungdo de X e Y depende

somente de x;(p), vi(p), X,(v;) para todo i.
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1.3.1. Conexdo de Levi-Civita.

Definicao 1.30. Dizemos que um campo ao longo de ¢, V' & paralelo se
DV

T
dt

Lema 1.31. Seja c uma curva diferencidvel em M e Vi € T, )M, entdo

existe um unico campo de vetores, V, ao longo de c tal que V(0) = Vo e V

paralelo.

Demonstragcdo. Basta observar que em cordenadas a equagao 7 0
equivale a um sistema linear de n equacoes de primeira ordem, portanto
dado V} existe um unico campo paralelo, definido para todo tempo, que em

zero é V) ]

Defini¢ao 1.32. Dizemos que V (t) é o transporte paralelo de V; ao longo
de c.

Definicao 1.33. A conexdo V em M, é dita compdtivel com a métrica (ou
riemanniana) se o transporte paralelo preserva a métrica, isto é, se P, () €
X(c) forem paralelos entdo g.q (P(t), Q(t)) = gg0)(P(0),Q(0)) para todo
t.

Proposicao 1.34. V é compativel com a métrica g se, e somente se para
toda curvacem M e VW € X(c)

LoV (O, W(0) = (0 W) + gV, )

Demonstragdo. Seja Py(0),. .., P,(0) uma base ortonormal de T,)M. E
tome P;(t), ..., P,(t) o transporte paralelo desses vetores ao longo de ¢(t).
Como V é compativel com a métrica temos que P (t),..., P,(t) € uma
base ortonormal de 7.;) M para todo ¢.

Assim, podemos escrever V (t) = > vi(1) Pi(t) e V() = >, w;(1) P;(t),
e portanto temos que

gV (1), W () = Y vn(t)uwn(t)

k
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derivando em ambos os lados da equagdo temos que

SOV W) = 3wty

De maneira parecida podemos mostrar que

Corolario 1.35. Se V ¢é compdtivel com a métrica, e X,Y,7Z € X(M)
entdo:

X(9(Y.2)) = g(VxY,Z)+ g(Y,VxZ)

Para motivar a préxima defini¢cad de simetria na conexao, vou introduzir
o conceito de Hessiana de uma fun¢do real definida em uma variedade. Ob-
serve que até agora s6 mencionamos o conceito da Hessiana de uma fungao
nos seus pontos criticos, pois, de fato, em uma variedade diferencidvel,
sem outra estrutura, ndo podemos extender este conceito a pontos regula-
res. Quando, porém, temos também uma conexdo na variedade, podemos

dar a seguinte defini¢do para a hessianade f: M — R:

Observe que com esta definicdo f.. € bilinear e em um ponto critico coin-
cide com (1.4).



RELATORIO CIENTIFICO PROCESSO FAPESP 2020/04871-0 23
Vamos calcular f,.(X,Y) — f..(Y, X):
[ (X, Y) = fu (Y, X) =
= X(Y(f) + VY (f) = Y(X()) = Vy X(f) =
= ([X.Y] = Vy X = VxY)(f)
O que nos leva a definir
Definicao 1.36. Dizemos que uma conexdo V € simétrica se satisfaz:
VyX —VxY =[X,Y]

Como resultado imediato da defini¢do, temos que em uma variedade com
uma uma conexao simétrica a hessiana € um operador bilinear simétrico.
Além disso, a condi¢do de simetria na conexao nos permite demonstrar o

seguinte resultado.

Proposicio 1.37. Seja f: U C R? — M diferencidvel, entdo se V é uma
conexdo simétrica em M temos que:

Dof Dof

du ot~ dtou
Demonstragdo. Sejax € U e ® um sistema de coordenadas em uma vizinhanga

de f(x). Podemos escrever f em coordenadas de maneira que f(t,u) =

(fY(t,u), ..., f*(t,u)), assim

of -
k=1

portanto
Dof D, " ¢ D
du Ot du(;ft k) ;fw e+ Ji du "
=Y RO+ [V o0 =Y RO+ Y S SV 030k
k k J
Onde a tutlima expressao € simétrica em ¢ € u, pois

Vajak - Vakaj = [3k, @] - O
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O

Teorema 1.38 (Levi-Civita). Dada uma variedade riemanniana 3'V co-

nexdo simétrica e compativel com a métrica.

Demonstragcdo. Se existisse uma tal conexdo, sabemos que se X,Y, 7 €
X(M) entdo

®) X(g(Y,2)) =9(VxY,Z) +g(Y,VxZ)
fazendo permutacdes ciclicas obtemos:
(10) Y(9(Z, X)) =9(VyZ,X)+ 9(Z,VyX)
(11) Z(g(X,Y)) =g(VzX,Y) +g(X,VzY)
Somando 1 e 2 e subtraindo 3 obtemos:
9([Z,X],Y) +9([2,Y], X) + 9(Vy X, Z)
—29(VxY,Z) +29(VxY,Z) =

Portanto escrevemos ¢(V xY, Z) em fun¢do somente da métricae de X,Y, 7,
assim concluimos a unicidade, pois g(v, -) determina unicamente v.

Por sua vez, se definirmos VxY como o tnico elemento que satisfaz:
VZ € X(M)

1
9(VxY, Z) = 5{X(9(Y, 2)) + Y (9(2, X)) = Z(9(X,Y)
_g([ZvX]>Y) - g([Z> Y]aX) - g([X7 Y]aZ)}
Nao € dificil provar que V € uma conexao simétrica e compativel U

Chamamos uma tal conexao de conexdo de Levi-Civita. De aqui em

diante toda conexao sera a de Levi-Civita
1.3.2. Tensor de Curvatura.
Defini¢do 1.39. Dados X, Y, Z € X(M) dizemos que

R(X,Y)Z = -Vx(VyZ) +Vy(VxZ) + Vixy|Z
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¢ o tensor de curvatura de M. Denotamos por (X,Y, Z,T) = g(R(X,Y)Z,T)

Lema 1.40. R é trilinear (vendo X(M) como médulo sobre §(M) = {f: M —
R diferencidvel})

Demonstragdo. Se Y, Z € X(M) mostraremos que R(x,Y)Z & linear, a
linearidade das outras entradas é parecida. Sejam f € F(M)e X, X' €
X(M), entdo:

() =Vyx(VyZ) =—fVx(Vy2)

2) =Vy(VixZ =Y (f)VxZ + fVy(Vx2)

3) VixnZ = Vixyi-v(nxZ = fVixnZ = Y(/)VxZ
Logo R(fX,Y)Z = ()+(2)+(3)= fR(X,Y)Z. A aditividade segue di-
retamente da aditividaade de V. O

Observagdo 1.41. O lema acima nos diz que (R(X,Y)Z )p depede somente
de X,,Y,, Z,, diremos entdo que I? € tensor, a demonstracdo deste fato é
muito parecida com a de 1.29

Proposicao 1.42. Valem as seguintes identidades:

(1) R(X,Y)Z+ R(Y,X)Z =0

) R(X,Y)Z + R(Y,Z)X + R(Z,X)Y =0
(3) (X,Y,Z,T)+ (X,Y,T,Z) =0

@) (X,Y,2,T)=(2,T,X,Y)

Demonstragdo. 1) vem diretamente da defini¢do.
2) Como R € tensor basta verificar que a igualdadde vale para X, Y, Z sem
tor¢do, isto é, [X, Y] = 0 = [Y, Z] = [Z, X], entdo basta verificar que :

—Vx(VyZ> -+ Vy(VXZ> — Vy(vZX) -+ Vy(VZX)
—Vz(vXY> -+ Vx(VZY) =0
De fato,
= VX[Za Y] + VY[Xv Z] + VZ[Xa Y} =0

As outras sao similares. O
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Proposi¢io 1.43. Se f: R? — M diferencidvel, e V € X(f), entdo:

of of

%aa_y)v

—VﬁV(f)_fV—%VgVa_fV:R(

oxr Oy dy Oz

1.3.3. Demais curvaturas.

Definicao 1.44. Sejam X, Y € T,,M ortonormais, chamamos a quantidade
k,(X,Y) = (X,Y, X,Y) de curvatura seccional de X,Y em p

E possivel mostrar que que k,(X,Y') é a cuvatura gaussiana da superficie
(u1, uz) = exp,(ur X + ugY’)

Definicao 1.45. O fensor de Ricci em p de uma variedade riemanniana € a

aplicacao bilinear:
K:T,M xT,M — R
(Ul, UQ) — tr (R(Ul, *)Ug)

Proposicao 1.46. As seguintes afirmagoes valem:
o [ é simétrico
e SelUy,...,U, ébase ortonormal de T),M entdo:

n—1

KU, Un) =Y k(U Uy)

1
1.3.4. Geodésicas.

d
Definicao 1.47. Dizemos que v: I — M é uma geodésica se d_z ¢ paralelo
ao longo de . Ou seja, 7y satisfaz
D~
dt

(1.1) =0

d
Notagdo. Usualmente denotaremos por V' o vetor velocidade d—: epor Ao

. DV
vetor aceleracdo T

Escrevendo v em coordenadas locais, vemos que a equacdo da geodésica
€ equivalente a um sistema de n equacgdes de segunda ordem. Portanto,
pelo teorema de existéncia e unicidade de EDO’s, dadosp € M ev € T,M,
existe uma tinica geodésica vy, : (—e,&) — M talque 7,(0) = pe~,(0) =v
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Dado p € M, denotamos com D,, o conjunto de vetores v € 1, M tais
que a gedésica v, estd definida em [0, 1]. Ndo ¢é dificil mostrar que D,, é
uma vizinhanga aberta de 0 € T,M. A aplicagdo exponencial de (M, g)
em p € a fungdo exp,: D, — M definida por exp,(v) = 7, (1).

Definicao 1.48. Dizemos que M é geodésicamente completa se toda geodésica
puder ser estendida para todo tempo.

Teorema 1.49. Para todo p € M 3W > p vizinhanga aberta e 3= > 0 tal

que:

e Todos dois pontos de W sdo ligados por uma geodésica de tamanho
<e€

e Essa geodésica depende diferenciavelmente destes pontos, isto é,
se exp,, (tv) for a geodésica que liga q, e qo, entdo a atribuigdo
(¢1,q2) — (q1,v) € suave.

o Vg € W, exp,: B.(0) — U, é um difeomorfismo sobre sua imagem
U, O W que é um aberto.

Demonstragdo. Veja por exemplo [10, Lemma 10.3]. U

Chamaremos U,, como acima, de bola geodésica de centro q e raio € de

M, ou de viznhangca normal de p

Observacdo 1.50. O dltimo item os diz que existe um sistema de coordena-

das “natural”, que depende somente da geometria da variedade.

Em seguida, vamos demonstrar que, localmente, geodésicas sdo as curvas
minimizantes do comprimento de dois de seus pontos. Para provar isso

precissaremos de dois lemas:

Lema 1.51 (de Gauss). As geodésicas que partem de um ponto p € M sdo

ortogonais as esferas geodésicas centradas em p.

Demonstragdo. Sejat — V(t) € T,M uma curva qualuer tal que ||V (¢)|| =

1,Vt, entdo se f(r,t) = exp,(rV (t)), queremos provar que g(g—f, %) = 0.
T
_ - Of _ af of _
De fato, como f(0,t) = p entdo i (0,s) = 0, logo g(ﬁr’ i )(0,5) = 0.
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Nos resta mostrar que g( gf aaf)(r s) independe de r. Com efeito
af of
87“[ (8r 8t)]
_gRoror ., 9r Dof
=9CGrar o) T arar) =
g(ROS OFy g (POF OF
arocor T Naor o’

10 af f. 190

55t (57 8r> QatHV( =0

O

Sejaw: [a,b] = U, \ {p} = BY(p) \ {p} diferencidvel por partes, entdo
podemos escrever w(t) = exp,(r(t)V (t)), comr(t) € (0,e) e [V(1)| = 1;

Lema 1.52. Se w for como acima entdo {(w) > |r(b) —r(a)|, onde a igual-

dade vale somente se r é monotona e V' constante.

d
Demo.n,stragdo. Seja f(r,t) = exp,(rV(t)), entdo d—c; = % "(t) + % e
por pitdgoras temos que:
af
2 _ 2 Iz > 17012
H || @O + 155 1I1F = 17(2)]
d
E a igualdade ocorre sse g—f =0 < d‘t/ = 0. Logo #(w) > f:h”(t)\ >
|r(b) — r(a)|, onde a tltima igualdade ocorre sse 7’(t) > 0. O

Observe que este Lema nos diz que o “menor caminho”que une duas
esferas geodésicas € uma geodésica radial.

Estamos prontos para ennciar e demonstrar o seguinte teorema

Teorema 1.53. Sejap € M e W, e como no teorema anterior e v: I — M
geodésica de comprimento < &, unindo dois pontos de W, e w: [ — M

diferencidvel por partes unindo os mesmo pontos. Entdo () < l(w) e

(y) = t(w) sse y(I) = w(I)

Demonstragdo. Sejam q = v(0) e ¢ = v(1) = exp,(rv), onde r € (0,¢) e
|lv|| = 1, entdo ¢(y) = r e além disso Vd € (0, r) temos que um segmento

de w, digamos ws, liga S5(¢) e S,(q) 2 ¢'. Portanto pelo lema anterior
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lw) > lws) > 1 — 9, assim {(w) > 1 = (), esewl[0,1] # ~[0,1] =

l(w) > L(7) O

Observagdo 1.54. Se p: M x M — R fortal que p(p, q) = inf{l(y);vy: I —
M diferencidvel por partes tal que v(0) = p,v(1) = ¢}, entdo p é uma

métrica que induz a mesma topologia de M.

Corolario 1.55. Se w: [0,s] — M ¢ diferencidvel por partes e ((w) =

p(w(0),w(s)) entdo w é geodésica.

Demonstragdo. Yt W vizinhanga de w(t) como no teorema anterior, e
portanto w eve ser geodésica enquanto estiver em W e portanto w € ge-
oddésica. U

Defini¢ao 1.56. Uma geodésica v: [a,b] — M ¢é dita minima, ou minimal
se £(7) = p(v(a),7(b))

Observagdo 1.57. O teorema nos diz que todo segmento, suficientemente

pequeno, de uma geodésica € minimal

Teorema 1.58 (Hopf-Rinow). Se p € M entdo sdo equivalentes:

o M ¢ geodésicamente completa
e Todo conjunto limitado tem fecho compacto
e (M, p) é completo
E qualquer uma das afirmagdes acima implica que (x) ¥Yq € M, 3y geodésica

minimal que une p, q

Demonstragcdo. Se M é geodésicamente completa, e ¢ € M, chamde de
r = p(p,q), seja zy € Ss(p) tal que p(S5(p),q) = p(xo,q), entdo zy =
exp,(6v), onde |lv]| = 1. Seja y(s) = exp,(sv), € suficiente mostrar que
v(r) = q. Se A = {s € [0,7] : p(y(s),q) = r — s}, vamos provar
que se sp € A entdo para algum n > 0,50 + 71 € A e assim como A
¢ compacto sup A = r € A e teremos que y(r) = ¢g. Com efeito se
sp € Aexy € S,(7(s0)) tal que p(z1,q) = p(S,(7(s0)), ¢q) entdo como
r—so = p(v(s0),q) = n+plz1,9) = p(x1,9) =1 — S0 — 1 € portanto
p(x1,p) = p(p,q) — plg,x1) =7 — (r — so — 1) = So + 7 portanto se 7]
for suficientemente pequeno existe uma geodésica minimizante, « que liga
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v(s0) e x1 e assim a “geodésica quebrada”, §, dada por v até ~y(sg) e «
até x1, € uma curva minimizante entre p e x; e assim [ é uma geodésica
e mais do que isso 3 = 7|54y € portanto y(so + 1) = x; e porfim
plr1,q) =r—s0o—n=p(y(so+n),q) = so+neA

Vamos provar que se M é geodesicamente completa entdo todo con-
junto limitado te fecho compacto. De fato se A € limitado 3r > 0 tal que
Va € A, p(a,p) < r, assim por (x) 3r' tal que B,(p) C exp, B,(0) que é
compacto pois exp,, € continua. E assim A tem fecho compacto.]

Se todo conjunto limitado tem fech compacto em M, entdo trivialmente
(M, p) é completo.

Se (M, p) é completo entdo suponha que 3y geodésica com velocidade
unitaria definida para s < sy e nao definida em sy. Se s, T sg, como
p(v(8n),7(8m)) < |Sn — Sm|, entdo y(s,,) é de cauchy e portanto v(s,) —
po € M, seja W, ) como no teorema 1.49 vizinhancga de py, entdo se k € IN
for tal que para n,m > k temos que |s,, — Sy| € Y(sn), ¥(sm) € W. Entdo
Jla geodésica de comprimento < § que une y(s,,) € y(sy,), logo a coincide
com 7 no dominio de y e exp.,(, ) estd definida para todo v de norma menor

que 9, assim « esta definida para s,, + ¢ e portanto « estende v além de s.
O

1.4. Topologia do Espaco de Caminhos.

Defini¢ao 1.59. Sejam p,q € M denotamos por 2 = Q(M) = Q(p,q) =
{v: I - M; ~(0) = p,v(1) = q diferenciavel por partes}, o o espago de
caminhos . Se w € ) definimos o espaco tangente a Q) em w, T,,Q2 = {W €
X(«a); W(0) =0 =W(1), W diferenciavel por partes }

Se M ¢é conexo podemos tomar uma métrica em €2(p, ¢), a ver
1
1/2
d(ov, B) = sup p(a(t), B(¢)) + [/0 (I’ @) = 18" (®)11)*dt]
E assim temos que {2 é um espago métrico.

Definicao 1.60. Uma variacdo de w € ) por n pardmetros é uma fungio

a: U(0) — Q, onde U(0) C R™ aberto, tal que @(0) = w. Uma varia¢do
por n parametros, @, pode ser vista como uma fung¢do «: U(0) x I —
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M, onde a(u,t) = @(u)(t). Definimos

dizemos que W, € o i-ésimo vetor variociacional de o

Observacdo 1.61. Se a € uma variagao de w entdo, seus vetores variacionais

sdo elementos de 7,,{2. E a reciproca também ¢é verdadeira, se W & T2,

. . da .
entdo existe uma variagdo « tal que W = 0_(0)’ com efeito basta tomar
u
alu,t) = XDy (¢ (th)

1.4.1. Cdculo das variagaes.

Definicao 1.62. Se F': (2 — R dizemos que w é ponto critico de F' se V&
d

variagio de w d—F(@(u)) lu=o =0
u

Se w € Q(p, q) denotamos por E°(w f |’ (t)||?dt, e dizemos que E
€ a energia do caminho w.

Observe que se w: [a,b] — M diferenciavel por partes, usando Cauchy-
Schwarz temos que {(w) < /(b —a)/E(w) = ((w)* < (b—a)E(w),

e a igualdade vale sse ||w (t)|| é constante. Em particular se v: I — M é

uma geodésica entdo /() = E(7).

Lema 1.63. A energia assume seu minimo exatamente nas geodésicas mi-

nimais que ligam p, q

Demonstragdo. Seja v: I — M geodésica minimizante entre p € ¢, temos
que para toda curva diferencidvel por partes w: I — M, que une p e ¢,
((y) < l(w), assim E(y) = {(7)? < l(w)* < B(w). O

Vamos definir A, F' = lim_,;+ F(s) — limg_,;— F(s)

Teorema 1.64 (Férmula da primeira variagdo). Se @: (—e, &) — Q for uma

variacdo de w, e W, for o vetor variacional de o. Entdo:

g (EE )|y = =S a0% A = [ o0 S
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Demonstragdo. E(a fo || H)|*dt =

liE(a(u))zl/o % (%a(u,t),%a(u,t))dt:

2du 2
YD o '''Do
:/0 g(%a (uvt)7 o a(u7t)dt _/0 Q(Ea (uat)’ o a(u,t)dt =
Yo o 0 0
o a (a_a(u7t)va Oé(ll,,t)) g(%&( 7t)7dtata(u7t))dt
tiv1 a a 1
=30 [ et oty [ o(Satun). g Satn o)
o tipa L9 9,
= St g " - [olgatwn, e o
E como Qa(u 0)=0= 2Oz(u 1) e calculando u = 0 temos que:
ou T Ou B aue:

%%E(a(u)ﬂo == 9(Wi, ALV) - /0 9(W, 4)

1>0

Corolario 1.65. w ¢ ponto critico de E sse w é geodésica.

Demonstragdo. Diretamente da féormula temos que se w € geodésica, w €
ponto critico. J4 se w € ponto critico, tomando «; a variacio de w com vetor
variacional W (t) = h(t)A(t), onde h(t) é positiva exceto em t; que é zero.
Entdo

0= %%E(al(u))‘o = —/0 h(t)||At)||2dt = Z/t+ h(8)||A(t)|%dt

D dw
E assim A = = 0em (t;,t;41)Vi.
dt dt (tistis) ) )
Escolhendo uma variagdo o, com vetor variacional W tal que W;, =

AV, entdo pela formula da primeira variagido temos que

1d
0=-—FE(a(u ZHAt VI

Logo A,V = 0,Vi, assim w é C! e satisfaz a equagdo de geodésica e

portanto € uma geodésica. U
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Definicao 1.66. Definimos a hessiana de EE em um caminho critico, v, € a
aplicagdo bilinear I, : T, x T,Q2 — R, definida da seguinte forma: Se «
€ uma variagdo a dois parametros de v, e Wy, W, seus vetores variacionais,
defnimos:

.02
E**<W17W2) = u10us E(Q(ULUQ))

(0,0)

O seguinte teorema nos mostra que a definicdo acima esta bem definida.

Teorema 1.67 (Férmula da segunda variagao).

82
E(a —
8u18u2 (&(ul’UZ)) (0,0)
DW- ! D2W-
_Zg((W2)t7At71) —/ 9(Wa, =5~ L+ R(V, W)V dt
t 0

Demonstragdo. Usando a formula da primeira variagdo obtemos:

82
Bty 1 2)) =

D Oa 8@ oo D O
2 9 G329 G dur ™ ar)
V' 'D da Dda ' 9a D Do
T P Y (e
0 dul (9142 dt Ot 0 8UQ du1 dt Ot

Avaliando em (0, 0) temos que:

D | O« ' 9a D D
__ZQ(WZtaTlAtE)_/ (8u2 . dtV)dt

D ' 9 D D
:—E Wo,, Ay —W7) — — ——V)dt =
9(War, dt ) /Og((?uQ’dul dt )

D ' 9a D D Ja O
——ZQ(W%A::—WQ—/O g(a_w’d_td_mV+R(§’8_m)v)dt_

D ' da DD
=— Woi, Ay—W1) — — Wi+ R(V, W)V )dt
S 0(War M W) = [ oG T+ RVl

Corolario 1.68. Se y é minimizante entdo E,. ¢ positiva definida.
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Demonstracdo. Como Yw € ), F(w) > E(v) entdo Vo variagdo de ~y
2

E(a(u)) > E(a(0)) = %E(a(u)){uo >0 O

1.4.2. Campos de Jacobi.

Defini¢ao 1.69. Seja v uma geodésica, dizemos que J € X(v) é de jacobi
se satisfaz:

D?J
dt?
Escrevendo um campo de Jacobi em coordenadas, temos que a equacao

(1.2) +R(,J)Y =0

de Jacobi (1.2) corresponde a um sistema linear de n equacdes de segunda

ordem. Portanto temos que dados V, W & T},M existe um tnico campo de

D
Jacobi de J, definido para todo tempo, tal que J(0) = V' e d_;f]<0) =W.

Em particular a equacao (1.2) tem 2n solucoes L.i.
Exemplo 1.70. Se @ for uma vari¢cdo de uma geodésica ~ tal que a(u) é
uma geodésica para todo v € U(0), entdo os vetores variacionais de « sdo

de Jacobi pois:

D? _DD@a_DD@oz D D oa Oa 8@0_@

2 T qdon ddor - wao orada = RVIV

Proposicao 1.71. Todo campo de Jacobi é como acima

Demonstracdo. Existe W viznhanga de v(0) tal que Vpy, po € W, 3! geodésica
que os liga. Seja 0 > 0 tal que y(t) € W,Vt € (0,d). Vamos construir um
campo de Jacobi em ’7{[0, 5 com valores iniciais e finais predeterminados.
Assim tome [1: (—e,e) — W tal que $5,(0) = v(0), 51(0) = V; dado, e
Bo: (—e,e) — W tal que [(0) = v(9), 85(0) = V4 dado.

Defina a: (—¢,¢) x [0,] — M tal que a(u,*) é a geodésica que liga

0
B1(u) e Ba(u). Desta forma, como vimos acima —&(O, t) é de Jacobi, com

ou

0 0
a —a(O, d) = V4. Portanto a aplicagdo:

%(070) =Vie ou

L: () — TyoM x Tys)M
J— (J(0), J(9))

E sobrejetora, e como dim J () = 2n = dim Ty M x T,y M temos que

L ¢é isomorfismo. Logo um campo de Jacobi é unicamente determinado



RELATORIO CIENTIFICO PROCESSO FAPESP 2020/04871-0 35

por seus pontos iniciais e finais em uma vizinhang¢a normal. Agora observe
que se tomado ¢ suficientemente pequeno, por dependéncia continua das
condi¢des iniciais da eqagdo de Jacobi, podemos estender «(u) a [0, 1] para
todou € (—¢,¢). O

Definicao 1.72. Dizemos que p e g sdo conjugados ao longo da geodésica
7 se 3.J campo de jacobi tal que J(0) = 0 = J(1). A multiplicidade de p
e q como pontos conjugados ao longo de v € a dimensao do espago de tais

campos de Jacobi.

Observagao 1.73. pe q sdo conjugados ao longo de exp, (tv), onde exp, (v) =
g, sse v € ponto critico de exp,

Proposicao 1.74. Seja W € T, entdo W € ker E,,, <= W éde Jacobi

Demonstragdo. Se W, € de Jacobi temos que pela fomula da segunda variagao
E**<W1, *) =0 = W, € ker F.,..

D2
Jase Wy € ker B, tome Wy € T,0 tal que (Wy), = [—Wl +

dt?
R(V,W)V]f(t), onde f: I — Rsge f(t) =0 <= t =t;. Entdo
D? D?
EL(WiWa) = 0 = = [{ fll oW1 + RV,W)VIP = W+
R(V,W1)V = 0 nos intervalos [t;, ;1]
DW-
Ja se escolhermos W3 € Tw tal que (Ws);, = Ay, o L temos que
DW- DW-
Ea(Wi,Ws) = 0= =A== = A== =0 = W

¢ diferencidvel e satisfazv a equagdo de Jacobi, portanto é um campo de
Jacobi. U

Corolario 1.75. dimker E,, <n

Demonstragdo. Como os elementos do ker F,, sdo precisamente 0s campos
de Jacobi que se anulam em 0 e 1, entdo dim ker E,, < dim{J € J(v) :
J(0)=0}=n O

Observacdo 1.76. Na verdade vale a deigualdade estrita no coroldrio acima,
pois sempre podemos enocntrar um campo de Jacobi que se anula em O e
ndo em 1. Por exemplo J(t) =tV (¢)
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1.4.3. Indice de Morse.

Definicao 1.77. Dizemos que A € o indice da hessiana
E..:T,QxT,Q—=R

Se A € a dimensdo médxima de um subespago de 7€) no qual £, € negativa
definida

Vamos fazer uma aproximacao finito dimensional para 7', (2.
Seja v: I — M uma geodésica, pelo teorema 1.49, temos que existe

0=ty <ty <--- <t =1, tais que y tem imagem totalmente

[tistiva]
contida em uma vizinhang¢a normal para todo %.

Definicao 1.78. Definimos
TA(to, ... t)) ={W e T,Q: W],
T ={W e T,Q: W(t;) = 0Vi}

€ um campo de Jacobi para todo 2}

Lema 1.79. As seguintes afirmagoes valem:
(D) T, =T & T,Qto, . . . , tx)
(2) 1" é ortogonal a T.)(t, . . . , tx) com respeito a E,,
(3) B

7 € POSItIva definida

Demonstragdo. 1) Seja W € T, defina W; como o campo de Jacobi
“quebrado”que coincide com W nos pontos ¢;. Observe que existe um tal

campo pois 7y YRR imagem totalmente contida em uma vizinhanga
normal. E defina Wy, = W — W7, evidentemente Wy € T.Q(to, ..., tx) e
Wy € T, e por tltimo W = Wy + Wy, assim, como 7" N T, (to, .. . tg) =
{0} = T.Q=T&T,Qto,..., t)

2) Vem diretamente da férmula da segunda variagdo.

3) Seja W € T" primeiro observe que como W;, = 0 temos que Jo
variacdo de v com W seu vetor variacional tal que a(u2, t)) = ~v(t;),Vu,

portanto E(a(u)) > E(v),YVu = E.(W,W) = %%E(a(umu_o >
0.

Vamos provar que de fato E,.(W, W) > 0se W # 0. Com efeito, se
E..(W,W)=0eseU €T, entdo pelo o que acabamos de provar Vc € R

0 < Eo(W +cU W +cU) =0+ 2¢E,.(W,U) + E,.(U,U)
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Que implica que E,.(W,U) = 0 e portanto juntamento com 2) concluimos
que W € ker E,, = T.Q(to, ..., ty) = W =0.
O

Corolario 1.80. i(E..) = i(F..

TwQ(t0,~~~,tk)> <00

Demonstragdo. Como os espagos 1,8(t, ..., tx) e T sdo E,,-ortogonais,
entdo o indice de F,. é a soma dos indices das restricdes de F,, a cada
um desses espagos. Ja que a restricdo de F,, a 1" é definida positiva, a

z

igualdade na tese segue. Para verificar que o indice de F,. é

Tyﬂ(to,...,tk)
finito basta observar que 7,€(to, . . ., ;) tem dimensdo finita. O
Teorema 1.81 (fndice de Morse). O indice de F., em vy é igual ao niimero
de pontos, y(t), comt € (0, 1), tal que y(t) é conjugado com y(0) (contado

com a multiplicidade).
Demonstragdo. Sejam v, = 7}[0 eAT) = i((E7)+)- Entéo
Afirmagdo (1). (1) é monotona

Se 7 < 7" e V7 for um subespago de dimensdo A(7) tal que (E]).. seja
negativa definida, entdo podemos estender V™ a um subespago de 7', (2
onde (Ef ")ex € negativo definido. Por exemplo podemos estender um ele-

mento de V7 como zero apos 7.
Afirmagdo (2). \(17) = 0 se 7 for suficientemente pequeno

De fato, se 7 € pequeno 7, é minimal, e portanto (E]).. € positiva semi-
definida (veja Coroldrio 1.68), e assim A(1) = 0

Afirmagdo (3). Se € > 0 é sufcientemente pequeno, temos que \(7 — ¢) =
A7)

Podemos assumir que ¢; < 7 < t;;1, entdo A(7) pode ser visto como
o indice de uma forma quadratica H, no espago correspondete de campos
de Jacobi quebrados em 7,, que € isomorfo a Ty \M @ --- & Ty, )M
que ndo depende de 7, portanto ao variar 7 podemos estudar a mudanca da
forma quadréitica H, em um espaco fixado. Evidentemente essa variacao
€ continua e portanto se V' € subespaco onde H; € negativa definida entdo

para 7/ ~ 7 H, também é negativa defnida em V.
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Afirmagdo (4). Se v = dimker((E]).«), entdo para € > 0 suficientemente
pequeno A\(7 +¢) = A(7) + v

Por um argumento andlogo ao de acima podemos provar que A(7 + ) <
A7)+ .

Entdo nos resta mostrar que A\(7+¢) > A\(7)+v. Sejam Wy, ..., Wy, €
T, tal que (EJ (WZWJ))” é negativa definida. .Jy, ..., J, € T, ) cam-

0 *x
pos de Jacobi Li.. Pela teoria de equacdes diferenciais ordindrias temos

DJ; DJ;
dt dt

portanto 3X+(7), ..., X, (7) tal que g(2%(7), X;(7)) = §;, assim sejam
Xi,...,X, €T,

os campos .J e IV para elementos T, __

que =7(7) sdo Li., assim a matriz cujas colunas sdo =*(7) é inversivel e

...§2 campos que estendem X (7), ... X, (7). Estendendo
(2 como zero apds 7, temos que pela

férmula da segunda variacao:

Ef. (Ji, Xi) = 20

Afirmamos que os vetores: Wi, ..., Wy, ¢ 'y — Xy, ...,c7 M, — X,
s30 Li., isto segue de um argumento elementar. Além disso EJ "¢ restrito
ao espago gerado por esses vetores € negativo definido pois a matriz que
representa ] " nesta base é:

((E**(Wqu))ij cA >

cAl —41d+ 2B
onde A = (—E**(W;-,Xj))ij, B = (E..(X;, X)), Para ¢ = 0 esta matriz

i

€ negativa definida, e por continuidade ela continuara negativa definida para

¢ pequeno. U

1.4.4. Aproximagoes do espago de caminhos.
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Notagdo. Denotaremos por

Q= E'([0,q)

int Q° = E7'([0,¢))

Qto, ..., tg) = {7 eN:y it ]
Qto, ..., tx)" = Q[ Qto, .. ., 1)

int Q(to, ..., 1) = int Q° () Qto, .., 1)
E' =E|

é geodésica}

int Q(to,...,tx)°¢

Lema 1.82. Se M é completa e ¢ > 0 tal que Q)¢ # (), entdo dado que

to, - .., tg € suficientemente fino, temos que int Q(tg, . . ., ty)¢ € variedade.

Demonstragdo. Defina S = B(p,/c), observe que se w € ¢ entdow|0, 1] C
S. Como M é completo temos que S é compacto pelo teorema 1.58. Desta
forma Je > 0 tal que se p(x,y) < ¢, temos que 3! geodésica que une x
e y com comprimento < ¢. Escolha 0 = ¢y < --- < t; = 1 tal que
tiv1 —t; < % entdo Yw € Q(tg, ..., )¢

62“ (w)2 <e?

Logow

tin] ¢ unicamente determinada por w(t;) e w(t;11), e além disso a
dependencia do ponto final e inicial é diferenciavel. Assimw — (w(t1), ..., w(tk—1)
¢ um homeomorfismo entre int {)(¢g, . . ., ;)¢ e um subconjunto aberto de
M x M x --- x M. E porfim podemos entdo dar a estrutura diferencidvel

de M x M x --- x M paraint Q(t, ..., tx)" O

Teorema 1.83. As seguintes afirmagoes valem:
(1) E' é diferencidvel
(2) B* = E'! ([O, a]) € compacto e é um retrato por deformacdo de
Qe
(3) Os pontos criticos de E' sdo os mesmo dos de E em int €)°

(4) Os indices de E e E' num ponto critico coincidem.

Demonstrag¢do. Vamos denotar por B’ o conjunto int Q(t, . . ., tx)°.

1) Em B’, E tem uma férmula explicita, com efeito, se w € B’ entao
F'w) =Ew) =Y, plwltio1)w(t:)?

ti—ti—1
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2) Se a < c temos que B* é homeomorfa a {(py,...,pr) € S¥! :
> p(fi"_‘%’f < a}. Logo B® é homeomorfo a um fechado contido no
compacto S x S x --- x S, e assim B* é compacta.

Como p(p,w(t))? < l(w)* < F(w) < ¢ = w[0,1] C S e portanto
plw(tio),w(t:)? < (t; — ti) Bl (w) < ¢ = €* que implica que 3!
geodésica que une w(t; 1) e w(t;), assim podemos definir r(w) como a

curva que em cada trecho r(w)

(e tin] ¢ a geodésica que liga w(t;) e w(t;y1)-

Claramente E(r(w)) < E(w) < c e assim:
r: intQ° — B’

w i r(w)

estd bem definida. De maneira similar podemos definir r,,: int Q¢ — B/,
de formaqueset;_1 < u < t;1q:

r(w)(t); set € [0,]
Tu(t) = ¢ s(w)(t); set € [t;, u]
w(t) set € [u,1]

onde s(w) é a geodésica que une w(t;) e w(u). Assimrg = Zp ery = r,e
portanto r, € homotopia desejada. Logo B’ € retrato por deformagdo de
int ¢ e analogamente B® é retrato por deformacao de €2°.

3) Como cada ponto critico de F em )¢ estd em B’, entdo basta verificar
que os pontos criticos de F’ sdo as geodésicas, e isso é claro pela formula
da primeira variagao.

4) Podemos identificar T, B’ = T, Q(to, . . . , ;). O indice de E’ coincide
com o indice da restricdo de FE,, a este espago. Mas sabemos que o indice

desta restri¢@o € igual ao indice de F,, por 1.80 U

Corolario 1.84. Sejam M completa, p,q € M ndo conjugados por ne-
nhuma geodésica de comprimento < +\/a, entdo Q" tem o tipo de homoto-
pia de um complexo CW finito, com uma célula de dimensdo \ para cada

geodésica em Q)* com indice ).

20 espago tangente ao espaco de geodésicas quebradas € o espaco de campos de Jacobi
quebrados.
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Demonstracdo. Basta observar que como B é compacto £’ s6 pode ter um
nimero finito de pontos criticos ndo degenerados em B*. Como p, ¢ ndo
sao conjugados por nenhuma geodésica, temos que todos os pontos criticos
de F sdo nao degenerados, em particular, todos os pontos criticos de £’
também o sao. Assim B® s6 contém um nimero finito de ponos criticos de
E’, por 1.16 e 1.83 concluimos. O

Podemos estudar Q*(p,q) = {y: I — M € C : v(0) = p,7(1) = ¢},
com a métrica d* (e, 3) = sup, p((t), 5(t)). Assimi: Q — Q* é continua.
Além disso, se pode provar que i € equivaléncia de homotopia.

E sabido que * que é um complexo-C.W. Portanto, como consequéncia,
temos que €2 é um complexo-C.W.

Teorema 1.85 (Teorema Fundamental da Teoria de Morse). Sejam M com-
pleta e p,q € M pontos ndo conjugados, entdo )(p,q) é um complexo-
C.W. contdvel com uma célula de dim )\ para cada geodésica com indice A

unindo p e q.
Demonstragcdo. Segue imediatamente dos teoremas 1.83 e 1.16. U
1.4.5. Topologia e Curvatura.

Lema 1.86. Se a curvatura seccional de uma variedade riemanniana M é

ndo positiva, entdo M ndo tem pontos conjugados por nenhma geodésica.

Demonstragcdo. Se J é um campo de Jacobi, entdo:

D*J
Q(W’J) = —(V, J, V, J) > 0
Assim £ g(B2J) = ( dt2 L J) + g(BL,24) > 0, logo g(2Z,J) ¢ cres-
cente, estritamente se 27 7é 0, entdo se J se anula em dois pontos diferentes
0, to temos que g(2Z, J) = 0 em 0 e em ¢ e portanto g(2Z, J) ‘[Oto} =0e
3351m%[07t0]:02>J(O):Oe%(()):0:>J:O O

Exemplo 1.87. As seguntes variedades completas tem curvatura seccional

nao positiva:

(1) R*,aqui R=0
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FIGURA 6. Paraboloide Hiperbdlico

(2) O paraboloide hiperbdlico em R?, dado pela seguinte equacio: z =
x? — 92, tem curvatura seccional negativa.

(3) O hiperboloide de rotacio em R?, dado pela seguinte equacdo: x2 +
y? — 2% = 1, tem curvatura seccional negativa.

(4) O helicoide em RR?, dado pela seguinte equagdo: x cos z + ysin z =

0, tem curvatura seccional negativa.

Todos estes exemplos a curvatura seccional fica arbitrariamente proxima
de zero. E sabido que é impossivel ter uma superficie completa, em R3,

com cota superior negativa da curvatura seccional.
Exemplo 1.88 (Pseudo-Esfera). A superficie em R? dada pela equagdo

z2=—/1—22—y2+sech '\/22 +y2comz > 0

€ chamada de pseudo-esfera, e € um exemplo de superficie (ndo completa)

com curvatura seccional constante = —1.

De toda forma, existem variedade de dimensao 2, compactas, completas,

com curvatura consatnte negativa.

Teorema 1.89 (Cartan). Seja M completa, simplesmente conexa com cur-

vatura seccional ndo positiva, entdo para quaisquer dois pontos de M,
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FIGURA 7. Hiperbloide de Rotacao

p,q € M existe uma tinica geodésica que os liga. Além disso M ¢é difeo-

morfa a R".

Demonstra¢do. Como vimos antes €2(p, ¢) tem o tipo de homotopia de um
complexo-C.W. com uma célula de dimensao \ a cada geodésica de indice
A, como ndo existem pontos conjugados em M pelo Teorema do Indice
de Morse temos que 2(p, ¢) tem o tipo de homotopia de um 0-complexo,
ou seja, de uma reunido de pontos. Dado que M ¢é simplesmente conexo
temos que 2(p, q) é conexo e portanto €2 tem o tipo de homotopia de um
ponto, assim existe uma tnica geodésica que liga p, q. Além disso, como
M € completa entdo exp,: R" — M € sobrejetora, e pelo que acabamos
de observar exp, € injetora também e portanto como ndo existem pontos
conjugados em M, pela observacdo 1.73 exp,, € ndo singular em todo ponto

e portanto € um difeomorfiso U
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FIGURA 8. Helicoide

Podemos aplicar o teorema acima ao recobrimento universal de varie-
dades ndo simplesmente conexas, contanto que a variedade seja completa
e com curvatura seccional ndo positivas. Observamos que o recobrimento
universal de uma variedade Riemanniana completa e com curvatura nio po-

sitiva é completa e tem curvatura nao positiva.

Teorema 1.90 (Myers). Suponha que a curvatura de Ricci satisfaca:

n—1

K(UU) = =

para todo U unitdrio, onde v > 0 é constante. Entdo toda geodésica
de comprimento > wr contém pontos conjugados, em particular ndo é

minimal.

Demonstragdo. Sejam y: [ — M geodésicacom comprimento Le Py, ..., P,
campos de vetores paralelos ao longo de ~y, ortonormais em um ponto, €
portanto em todos os pontos, tais que V' = fTZ = LP,.
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FIGURA 9. Pseudo-Esfera
Defina W;(t) = P;(t) sin(nt) assim

1 1
0

D*W;

— TRV.IW)V =

= /0 (sinmt)*(7? — L*k(P,, P))

Somando em ¢ temos:

n—1

1 1
5 2 EuWe W) = [ (sinmt((n — D = LK(P, )
i=1 0
Logose L > mr = djtal que E(W;,W;) <0 = A(y) > 0, e pelo
teorem do indice ~y possui pontos conjugados. U

Corolario 1.91. Se M é completa e para todo U € T M unitdrio, K(U,U) >

”r—zl > 0, temos que M é compacta com diametro < mr

Demonstragdo. Basta utilizar o teorema 1.58 juntamente com 1.68. U
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Teorema 1.92. Seja M compacta tal que o tensor de Ricci seja positivo
definido, entdo se p,q € M ndo forem conjugados §)(p,q) tem o tipo de
homotopia de um complexo-C.W., com um niimero finito de células em cada

dimensdo.

Demonstragdo. O conjunto de todos os vetores tangentes unitirios € com-
pacto, pois M € compacta, e portanto como K € positivo definido temos
que U € T'M unitario tal que 0 < K(U,U) < K(V,V) para qualquer
V' € TM unitario. Definindo r de maneira que K(U,U) = 5!, temos
que por uma variagdo do teorema 1.90, toda geodésica de comprimento
> kmr tem indice pelo menos k. Assim como p e ¢ ndo sdo conjugados por
nenhuma geodésica podemos aplicar 1.84 e concluir entdo que sé podem
existir um ndmero finito de geodésicas de p a ¢ com comprimento < k7r.
Portanto séexistem m nimero finito de geodésicas de indice < k e pelo

Teorema Fundamental da Teoria de Morse concluimos. O
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FIGURA 10. 2-célula com uma 1-célula colada

FIGURA 11. Engrossando a 1-célula

47
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FIGURA 12.

FIGURA 13. Finalmente o subnivel 4 [0, 1]

2. H-COBORDISMO

Vamos agora passar ao estudo de uma das mais importantes e originais
aplicacdes da Teoria de Morse, que € a teoria de cobordismo. Para ilus-
trar a relevancia desta teoria, leve em consideracdo que o Teorema do H-
Cobordismo, cujo enunciado e cuja prova serdo apresentados nesta segunda
parte do relatdrio, ofereceu um primeiro grande avango na prova da famosa

Conjetura de Poincaré.
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Teorema 2.1 (Conjectura de Poincaré). Seja M"™ uma variedade fechada
simplesmente conexa tal que H.(M) = H.(S™), entdo M é homeomorfa a

esfera.

Conjecturada em 1904 pelo matematico francés Henri Poincaré, foi ori-
ginalmente concebida somente para dimensdo 3. Em ndo muito tempo, a
conjetura se tornou um dos grandes problemas matematicos do milénio,
que estimulou o desenvolvimento de indmeras teorias matemaéticas, e deu
impulso ao crescimento e modernizacio de areas classicas da Matemadtica,
incluindo a Topologia Algébrica e Diferencial, a Geometria Riemanniana e,

mas recentemente, a teoria de equagdes diferenciais parciais em variedades.

Em 1961 Stephan Smale demonstrou a conjectura 2.1 paran > 5. Usando
técnicas de Teoria de Morse desenvolveu uma teoria de cobordismo e de-
monstrou o Teorema do H-Cobordismo enunciado abaixo, ferramenta es-
sencial para sua demonstragdo da Conjectura. Em seguida, iremos introdu-
zir os conceitos fundamentais para a Teoria de Cobordismo e demonstrar o
Teorema do H-Cobordismo e a Cojectura de Poincaré em dimensao maior
ou igual 5. Nossa referéncia basica foi o texto classico [9], complementado

com referéncias mais modernas sobre o assunto, tais como [1] e [5].

2.1. Cobordismos: nog¢oes basicas. Vamos introduzir alguns conceitos

essenciais para a teoria.

Defini¢ao 2.2. Dizemos que uma (W, V, V') é uma tripla, se W for uma
variedade compacta, cujo bordo é formado por duas subvariedades V e V".

Defini¢ao 2.3. Dizemos que (W, V.V’ ¢, ¢') é um cobordismo de M, N,
variedades, se (W, V, V') for uma tripla, p: V" — M e ¢': V! — N forem
difeomorfismos.

Definicao 2.4 (Categoria dos Cobordismos). Dizemos que dois cobordis-
mos, (W07 ‘/07 ‘/0/7 0, @6) € (Wh ‘/17 ‘/1/7 ©15 g0/1>, sao equivalentes se existir
um difeomorfismo h: W, — W, tal que o diagrama abaixo comuta:
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h

V,

7 V/
N
M.

Vi

E possivel demonstrar que dado um difeomorfismo 1 Vy — Vi pode-
mos dar uma estrutura diferenciavel para W | J » Wi de maneira que a tupla

(WolUy, Wi, Vo, Vi, @0, 1) seja um cobordismo.

Observagdo 2.5. A nocao de cobordismo permite definir uma nova catego-
ria, cujos objetos sdo (classes de difeomorfismos de) variedades compactas
sem bordo, e as flechas sdo (classes de equivaléncia de) cobordismos, de
maneira simplificada podemos entender que existe uma flecha de M para
N se estas variedades sdo cobordantes, e uma flecha € a escolha de um

classe de cobordismo.

Podemos definir uma operagcdo importante para cobordismos, chamada

composi¢ao.

Exemplo 2.6. Sejam M e N variedades difeomorfas e h: M — N um
difeomorfismo, entdo (M x [0,1], M x {0}, M x {1},40, h o iy) é um co-
bordismo entre M e N onde iy e i1 sdo as identificagdes naturais de M x {0}
e M x {1} com M.

Dizemos que (M x [0,1], M x {0}, M x {1},49, h oi1) é o cobordismo
trivial entre M e N, dizemos também que (M x [0,1], M x {0}, M x

{1}, 49, h 0 i1) é um cobordismo produto.

Obviamente, duas variedades compactas sdo difeomorfas quando sdo va-
riedades cobordantes num cobordismo trivial. O Teorema do H-Cobordismo
fornece condi¢des topoldgicas para quando um cobordismo € trivial; esta-

mos prontos para dar o encunciado deste teorema.

Teorema 2.7 (Teorema do H-Cobordismo). Seja uma tripla (W™, V, V') tal
que

(1) W, V, V' simplesmente conexas

(2) H(W,V) =0
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B)n=>6

Entdo W é difeomorfo ao cobordismo trivial V x [0, 1]

A prova deste teorema € extremamente elaborada, e pela quantidade e
profundidade de nocdes matematicas envolvidas nos argumentos utilizados
omiteremos algumas demonstragdes mais técnicas. Daremos a seguir um
passo a passo completo da prova. Antes disso, mostraremos como o Teo-
rema de H-cobordismo € utilizado na prova da Conjetura de Poincaré em
dimensao maior que 5.

2.2. Prova da Conjetura de Poincaré em dimensao alta.

Teorema 2.8 (Caracterizacao do disco suave). Se W" for uma variedade
compacta simplemente conexa de dimensdo > 6 tal que OW é simplemente
conexas. Entdo sdo equivalentes:

(1) W™ é difeomorfo a D".

(2) W™ é homemorfo a D".

(3) W € contrdtil.

(4) W tem homologia trivial.

Demonstragcdo. Evidentemente 1 = 2 = 3 = 4 logo basta demonstrar que
4=1.

Seja Dy um disco mergulhado em int ¥/, entdo vamos provar que pode-
mos aplicar o Teorema do H-Cobordismo para a tripla (W \int Dy, dDgy, OW).
De fato, tomando uma vizinhanga tubular Ry de 9D, aplicando o Teo-

rema de Van Kampen para IV \ int Dy U R, e int D, obtemos que

W\lntD)URQ ~p W\lntDo

€ simplesmente conexo.

Vamos verificar que H,((W \ int Do, 0Dy) = 0, com efeito, por exisdo
temos que H,((W \ int Dy, dDy) ~ H,(W, Dy) E pela sequencia exata do
par:

coo = Hy(Do) > H (W) 55 H, (W, Do) > H,_1(Dy) — ...

Temos que H,.(W, Dy) = 0.
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Portanto podemos aplicar o Teorema do H-Cobordismo, assim (W \
int Dy, 0Dy, OW) é um cobordismo produto. De maneira que (W™, (), 0TV)
¢ uma composicao de (Dy, ), 0Dy) com o cobordismo produto (W \int Dy,-
0Dgy, OW), concluindo assim que W é difeomorfo a D,. O

Vamos agora demonstrar a conjectura de Poincaré para dimensao > 6.

Demonstragdo de 2.1. Seja Dy um disco mergulhado em M, temos que

.1) H;(M \ int Dy) ~ H""(M \ int Dy, 0Dy)
(2.2) ~ H""(M, Dy)

Osez >0
(2.3) ~

Zisei=0

Onde a primeira igualdade se da pela Dualidade de Poincaré, a segunda por
exisdo e a ultima pela sequencia exata de cohomologia.

Logo, podemos aplicar o resultado anterior da Carcterizagdo dos n-discos
suaves. Consequentemente M = (M \ int Dy) U Dy é difeomorfa a uma
unido de duas copias de um n- disco, com o bordo identificado por um
difeomorfismo. Uma variedade assim € dita uma esfera twistada e pode-
se contruir um homeomorfismo explicito de uma esfera twistada a esfera

euclideanaconcluindo o teorema. U

2.3. Descrevendo o passo a passo da prova do teorema de H-cobordismo.
A ideia central da prova do teorema de H-cobordismo é, dado uma tri-
pla (W, V, V") satisfazendo as hipéteses do Teorema 2.7, construimos uma
fungdo de Morse f: W — [a,b] sem pontos criticos. A existéncia de uma
funcdo deste tipo implica a conclusdo do Teorema de H-cobordismo, que
pode ser deduzida imediatamente do Teorema 1.14, um dos resultados cen-

trais da Teoria de Morse.

Teorema 2.9. Se a tripla (W, V, V") admite uma fun¢do de Morse sem pon-

tos criticos, entdo W é difomorfo ao cobordismo trivial V' x [0, 1]. U

A ideia para a constru¢do de uma tal funcdo é a de, inicialmente, consi-
derar uma func¢do de Morse arbitraria f: W — [a,b], e depois exibir um

procedimento para modificar a fun¢do, eliminando sucessivamente todos
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seus pontos criticos. Os vdrios passos deste processo de modificagdo da f
sao chamados de cancelamento de pontos criticos, termo reminiscente do
fato que pontos criticos sdo eliminadas em pares. Nessa se¢io apresentare-
mos os varios passos deste processo de cancelamento, e nas se¢des a seguir

discutiremos a prova de cada cancelamento.

Comegamos com a nog¢ao precisa de fungdo de Morse em uma tripla.

Definicao 2.10. Dizemos que f: W — [a,b] é uma fun¢do de Morse para
a tripla (W, V, V') se:

) fHa)=V

Q) Y o) =V

(3) Todos os pontos criticos de f estdo no interior de W e f |imW € de

Morse.

A existéncia de fun¢des de Morse de triplas como na defini¢do acima
pode ser deduzida utilizando o poderoso Teorema de Transversalidade de
Thom para jatos (cf. [6]), resultado cldssico da teoria de Topologia Dife-
rencial. Tal resultado ndo apenas implica a existéncia de fun¢des de Morse
para triplas, mas prova também o resultado mais forte que o conjunto das
fungdes de Morse para a tripla (1, V, V') é, na realidade, um conjunto resi-

dual na topologia C* de Whitney no espaco das fun¢des C*° em W.

Teorema 2.11. Dada uma tripla (W, V, V'), existe uma fungdo de Morse
para esta tripla. O

Passamos agora a definir o nimero de Morse de uma tripla.

Defini¢ao 2.12. Denotamos por (W, V, V') a menor quantidade de pontos
criticos de uma fun¢io de Morse para a tripla (W, V,V’). Dizemos que
w(W, V. V") é o niimero de Morse da tripla.

Pelo visto acima, cobordismos triviais sao cobordismos com numero de
Morse igual a 0. O cobordismos ndo triviais mais simples sdo aqueles com

numero de Morse igual a 1:

Defini¢ao 2.13. Dizemos que uma tripla (W, V, V") é um cobordismo ele-

mentar se admite uma fun¢do de Morse com exatamente um ponto critico.
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Nao ¢ dificil provar que cada cobordismo pode ser decomposto como
composi¢cao decobordismos elementares.

Lema 2.14. Todo cobordismo pode ser obtido como a composi¢cdo de um

niimero finito de cobordismos elementares.

Demonstragdo. Dada uma fungdo de Morse f e dados dois pontos criticos
p,q € W, é possivel perturbar f numa vizinhanga de p e numa vizinhanca
de ¢ de forma tal que a nova fun¢do continue de Morse, tenha os mes-
mos pontos criticos da f, e tome valores distintos em p e ¢q. Ja que uma
fung¢do de Morse em uma triade (W, V, V') admite somente um ndmero fi-
nito de pontos criticos, pois W é compacto, o processo pode ser repetido
indutivamente, obtendo uma funcdo de Morse que toma valores distintos
min f < ¢; < ... < ¢ < max f em seus pontos criticos. Escolhendo valo-
res regulares d; € |¢;, ¢iq], 1 =1,...,k—1,da f, temos que o cobordismo

(W, V, V") é dado pela composi¢ao dos cobordismos elementares:

(fil ({mln f7 Cl])7 ‘/7 fﬁl(d1>) ) (fil([dla dQ])fil(dlx fﬁl(dZ)) 3
S (P dk2y diea]) fH (di—2), fH(di)
(f7H(Uf N (dg—r, max f]), f (dp—r, V). O

Dada uma métrica riemanniana em W podemos associar a uma fungao
de Morse f: W — IR um campo de vetores gradiente. Mais geralmente,
sem a necessidade de introduzir uma métrica Riemanniana em W, podemos
considerar campos vetoriais tais que a fung¢do f é crescente ao longo de suas
linhas de fluxo. Tais campos sao chamados tipo-gradiente (gradient-like), e

a defini¢do rigorosa € a seguinte.

Defini¢ao 2.15. Seja f uma fungdo de Morse para a tripla (W, V, V'), dize-
mos que um campo de vetores & € um campo de vetores tipo-gradiente para

f se:

(1) £(f) > 0 fora dos pontos criticos de f.

(2) Dado um ponto critico p de f, existe um sistema de coordenadas

ao redor de p, (z,y) = (1,...,Tx, Y1,---,Yn_nr), tal que f e & se
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escrevem nessas coordenadas respeitivamente como:

f=f@) = lll® +llyl*

S = (_xb ey TN Y1, - >yn—)\)-

Teorema 2.16. Toda fungdo de Morse na tripla (W, V, V') admite um campo

de vetores tipo-gradiente.

Definicao 2.17. A tripla (W, V, V') é dita um cobordismo produto se é di-
feomorfo a tripla (V' x [0,1],V x 0,V x 1)

Teorema 2.18. Se o niimero de Morse da tripla (W, V, V') for zero entdo
(W, V, V") é um cobordismo produto.

Demonstracdo. Seja f: W — [0, 1] fungdo de Morse sem nenhum ponto
critico. Pelo teorema 2.16 existe um campo de vetores tipo gradiente para
f» &, podemos assumir que £(f) = 1, caso contrario £/£(f) é um outro
campo de vetores tipo-gradiente.

Seja ¢: (a,b) — W uma curva integral qualquer para o campo de vetores
€. Temos que 1 = £(f) = (f o ¢)’, o que implica que f o ¢(t) =t + ¢,
fazendo uma mudanga de parametro se necessario, podemos assumir que
f(o(t) = t.

Como W € compacto temos que qualquer curva integral de £ pode ser
estendida para [0, 1], assim para todo y € W existe uma dnica curva integral
maximal de £, ¢,: [0,1] — W, que passa por y e satisfaz f(¢,(t)) = t.
Sabemos que pelo Teorema de Existencia e Unicidade para EDO’s que ¢,
depende suavement de y. Portanto

h: Vx[0,1] - W

(y;t) = &y(t)
é um difemorfismo com inversa h™*(y) = (¢,(0), f(y)). O
Como observamos no Lema 2.14, todo cobordismo pode ser escrito como

composi¢do de cobordismos com numero de Morse 1. Tendo em vista este

fato, a seguir estudaremos cobordismos com nimero de Morse igual a 1.
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Seja (W, V, V') uma tripla com uma func¢do de Morse f: W — Re &
um campo de vetores tipo-gradiente para f, tome p € W ponto critico e
a,b € Rtalque a < f(p) = ¢ < b e tal que o tnico valor critico de f em
[a,b] é c.

¢ € um campo de vetores tipo-gradiente para f logo existe um sistema
de coordenadas ¢: By.(0) — U(p) tal que f o ¢(z,y) = ¢ — ||z||* + ||y||
e em U(p) &y(ay) S€ escreve em coordenadas como (—z,y), onde (x,y) €
R* x R"* com \ o indice de f em p.

Defina V, = f~!(c + sgn(s)s?), podemos assumir sem perda de genera-
lidade que 4¢? < min{|c — al, |c — b|}.

Estabelecida essas notacdes vamos definir conceitos importantes para o

desenvovimento da teoria.

Defini¢ao 2.19 (O mergulho caracteristico). Denotemos por ¢: SA~1 x
B"* — V__ o mergulho

(u, 0v) — 1p(eucosh @, ev sinh theta)

comf € [0,1)ev e S".

Como em [a, ¢ — 2] ndo hd nenhum valor critico de f e f~![a,c — &?]
€ um compacto, entdo temos que toda curva integral maximal de ¢ vai de
f~(a) a V_.. Desta forma podemos definir ¢;,: S* ! x B"* — f~1(a) de
maneira que ¢, (u, v) € o transladado de ¢(u, 6v) via o fluxo de £. Diremos
que ¢, o mergulho caracteristico.

Podemos fazer uma defini¢do analoga para ¢p: B* x S"*~1 — f=1(b).

Defini¢ao 2.20. Definimos como a esfera a esquerda de p em f~'(a), de-
notada por Sy, a intersec¢do da variedade estavel de € em p com f~!(a).
Da mesma forma o disco a esquerda de p, denotado por Dy, serd o conjunto
We(&,p) N f~a, c]. Analogamente podemos definir a esfera e o disco a
direita de p usando a variedade instavel de £ em p.

Observagdo 2.21. Observe que Sp e Sgi sdo de fato esferas mergulhadas,
pois coincidem com ¢, (S x {0}) e pr(S*! x {0}) respectivamente.
J& Dy e Dpg sao discos imersos em W, cujas fronteiras sdo Sy e Sgi

respectivamente.
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Os resultados abaixo nos dirdo que nenhum cobordismo elementar po-
derd ser um cobordismo produto e que, portanto, um cobordismo elementar
tem numéro de Morse 1. Além disso teremos que o indice do ponto critico
de qualquer fun¢do de Morse (que tem somente um ponto critico) € inde-
pendente da funcdo de Morse. Desta maneira temos que uma nocdo de
indice para um cobordismo elementar. Com efeito, definimos o inidce de
um cobordismo elementar como o indice do ponto critico de uma funcao de

Morse com somente um ponto critico.

Definicao 2.22 (Cirurgia). Dada uma variedade V' de dimens@o n — 1 e um
mergulho ¢: S*1 x B"* — V. Seja x(V, ¢) o quociente

(V\o(SM x {0})) U (B x S* 1)/~

onde ¢(u,0v) ~ (fu,v) para cada (u,v) € S* 1 x S A"1led € (0,1).
Dizemos que V"’ € obtido por cirurgia de tipo (A, n—\) se for uma variedade
difeomorfa a x(V, ¢).

A observacdo importante para entender cirurgia € observar que
(S x B") = S" x S = 9(B" x )

Logo se em uma variedade tivermos mergulhado uma subvariedade do tipo
Sm x B™ podemos retirala e adicionar B" x S™1. Esse processo nos
daria uma variedade topoldgica homeomorfa a descrita acima, porém teria
cantos, para evitar o estudo da suavizacdo de variedades com cantos pode-

mos descrever o processo de cirurgia como o fizemos.

Teorema 2.23. Seja uma variedade V' obtida de V' fazendo cirurgia de tipo

(A, n — \) entdo existe um cobordismo elementar (W, V, V') de indice \.
Demonstragdo. Veja [9] U

Denotamos o cobordismo acima entre V' e x(V, ¢) por w(V, ¢)

O teorema acima nos diz que ao fazer cirurgia em uma variedade V,
obtemos um cobordismo elementar entre V' e x(V, ¢). O préximo teorema
nos diz que todos os cobordismos elementares sao desta forma.

Teorema 2.24. Seja (W, V, V') um cobordismo elementar munido de uma

fungdo de Morse com somente um ponto critico, e ¢r,: St x B =V
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um mergulho caracteristico. Entdo (w(V,¢r),V,x(V,¢r)) é difeomorfo a
(W, vV, V).

Demonstragdo. Veja [9] U

Agora enuncaremos um resultado muito similar a 1.15 sé que agora com
esta nova linguagem de sistemas dinamicos do fluxo de um campo de veto-

res tipo-gradiente para uma funcdo de Morse em uma tripla.

Teorema 2.25. Seja (W, V, V") um cobordismo elementar com uma fungdo
de Morse, f: W — R, com um tinico ponto critico, p € W de indice \.
Seja Dy, o disco a esquerda de p associado a um campo de vetores tipo-

gradiente para f. Entdo V' U Dy, é um retrato por deformagdo de W .

Demonstragcdo. A demonstracdo deste fato € muito parecida com a de 1.15,

para mais detalhes ver [9]. ]

Corolario 2.26. Nas condi¢oes acima H,.(W,V') é isomorfo a Z em di-
mensdo A e a zero em todas as outras dimensées. Um gerador de Hy\(W, V)

é dado pela classe de Dy,

Demonstragdo. Como W tem o mesmo tipo de homotpia de V' U Dy, temos
que
HW, V)~ H,(VUDgV)

Por exisao (cf. [7] pag. 119) temos que
H*(V U DL, V) ~ H*<DL, SL)
que tem a homologia desejada , cf. [7] pag. 236. U

2.4. Funcoes de Morse auto-indexadas. Nesta secdo vamos estudar a de-
composi¢do de um cobordismo em cobordismos mais simples. J4 vimos no
Lema 2.14 que todo cobordismo pode ser expressado como composi¢ao de
cobordismos elementares, e aqui queremos determinar uma composi¢ao um
pouco diferente, com uma condicdo adicional.

Mais precisamente, queremos provar que, dada uma tripla (W, V, V), po-
demos decompo-la em uma composi¢do de cobordismos elementares com
indice ndo decrescente. Lembrando que a decomposi¢do em cobordismos

elementares foi obtida utilizando os subniveis de uma funcao de Morse, isto
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¢ um indicativo que para obter o resultado desejado temos que determinar
uma funcio de Morse cujos valores nos pontos criticos estejam relacionados

ao indice de Morse. Damos entdo a seguinte definicao:

Defini¢ao 2.27. Dizemos que uma fun¢do de Morse na tripla (W™, V, V') é

auto-indexada se:

M f(V)=—3
@) f(V)=n+3
(3) f(c) =i(c) para todo ponto critico c de f.

Provar que, para uma tripla (W, V, V'), fun¢des de Morse auto-indexadas
existem é equivalente a provar a existéncia de uma decomposicdo de (W, V, V")
da forma:

W=UyU,---U,

onde, para todo k, Uy é um cobordismo que admita uma fun¢do de Morse
com apenas um nivel critico, e tal que todos seus pontos criticos tenham

indice de Morse igual a k.

A prova da existéncia de uma decomposi¢do como acima € obtida utili-
zando um procedimento de rearranjar cobordismos elementares. Dizemos
que a composi¢ao de dois cobordismos elementares cc’ pode ser rearran-
Jada se existirem dois cobordismos d e d’ tal que o indice de ¢ € igual ao
indice de d’, o indice de ¢’ é igual ao indice de d, e tal que cc’ € equivalente

a dd'. Nesse caso dd’' é um rearranjamento de cc'.

O préximo resultado fornece uma condigdo suficiente para o rearranja-
mento de cobordismos elementares.

Se (W, Vg, V1) € uma tripla que representa a composi¢ao de cobordismos
elementares cc/, existe uma fungido de Morse f: W — R tal que f tem
dois pontos criticos p,p’ € W com f(p) < 3 < f(p'), e tal que, definindo
V= f742), (f710,1/2],Vp, V) é uma triplaparace (f~1[1/2,1],V, V}) é
uma tripla para ¢’. Fixado um campo de tipo gradiente £ para f, lembramos
que S1(p) e Sr(p') denotam as esferas a esquerda e a direita dos pontos p e

p’ respeitivamente.
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Proposicao 2.28. Dada uma composicdo de cobordismos elementares cc,
com fixada fungdo de Morse f e campo de tipo gradiente &, existe um rear-
ranjamento dd' de cc' se S..(p') N Sg(p) = 0.

Demonstragdo. Veja [13]. U

Temos agora um resultado que garante a possibilidade de perturbar o
campo tipo-gradiente de forma que a condi¢do no enunciado da Proposi-
cdo 2.28 seja satisfeita sempre que o indice de Morse de p seja maior ou
igual ao indice de Morse de p’. Lembramos que a defini¢do das esferas Sy, e
Sk depende da escolha de um campo tipo gradiente para a fun¢do de Morse
da tripla.

Proposicao 2.29. Seja cc’ a composicdo de cobordismos elementares, com
fungdo de Morse f, pontos criticos p e p' e & campo de tipo gradiente para
f.- Se o indice de Morse de p é maior ou igual ao indice de Morse de
P/, entdo existem perrurbacdes arbitrariamente pequenas do campo & que

torne as intersegoes das esferas Sp(p') e Sr(p) = 0.

Para a demonstrac¢do deste resultado precisaremos de um lema geométrico

sobre subavriedades. Vamos enuncia-lo a seguir:

Lema 2.30. Suponha que M™ e N™ sdo subvariedades de uma variedade
V¥, Se M tem um vizinhaca tubular em V', e m + n < v, entdo existe um
difeomorfismo h: V — V isotopico a identidade, tal que h(M) N N = ()

Vamos fixar notagdo: Podemos supor que f(p) < 1/2 < f(p'), defina
V = f71(1/2) e tome as esferas a direita e a esquerda, Sp e Sz, de pep/,

respectivamente, em V.

Demonstragdo de 2.29. Nao é dificil ver que a esfera S tem uma vizinhaga
tubular em V, entdo o Lema anterior nos da um difeomorfismo A: V — V
isotépico a identidade, no qual h(Sg) NS, = ). Vamos usar a isotopia para
alterar £ da seguinte forma.

Seja V uma vizinhanca qualquer de V. Tome a < % de maneira que
f'a,1/2] € V. O fluxo de £ = £/£(f) determina um difeomorfismo

¢:[a,1/2] x V — fYa,1/2]
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com as propriedades que f(¢(t,q)) = te ¢(1/2,q) = q. Defina agora um
difeomorfismo

H:[a,1/2] xV = [a,1/2] x V
(t7Q) = (taht(Q))

onde h(q) é a isotopia mencionada acima, ajustada de maneira que para
t € la,a+e],h(q) =qeparat € [ —e, 1] hi(q) = h(q). E facil ver que
& =(poHo qﬁ‘l)*é ¢ um campo de vetores suave, que coincide com é em
uma vizinhanga de f~'(a) U f~1(1/2) e satisfaz £'(f) = 1. Desta maneira
podemos extender o campo £(f)€, a um campo de vetores, &, em W, de
maneira que coincida com £ em W\ f~![a, 1/2].

Observe agora que as curvas integrais de £ sdo da forma ¢(t, h(q)) entre
d(a,q) € f~(a) e p(1/2,h(q)) = h(q) € f~'(1/2). Portanto temos que
a esfera a direita a p em f~'(a) (em relagdo a &), ¢({a} x Sg), € levada a
h(SR).

Logo h(Sg) é a esfera a direita a pem V com relacio a £. Agora observe
que a esfera a esquerda a p’ em relaciio a £ continua a mesma. Desta ma-
neira, temos que a intersec¢ao das esferas a esquerda e a direita de p e ¢ em
relagio a & é

SrNSL=h(Sg) NS, =10

como queriamos demonstrar. U

Tendo os resultados das Proposi¢coes 2.28 e 2.29, € fécil agora provar o

seguinte:

Teorema 2.31. Dada um tripla (W, V, V') podemos expressd-la como uma
composi¢do de cobordismos W = UyUs,...,U,, onde Uy admite uma
fungdo de Morse com um nivel critico e tal que todos seus pontos criticos

tenham indice k. O

Assumiremos de aqui em diante que, quando necessario, todas as fungoes

de Morse sejam auto-indexadas.

2.5. Campos de Vetores Morse-Smale. Nesta secdo falaremos sobre a

intersecdo da Teoria de Morse com uma outra grande area na Matematica,
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a de Sistemas Dinamicos. Como referéncia para esta se¢do e para mais

informacdes indicamos o livro [12].

Lembramos que dado um campo vetorial X numa variedade M, e dada
uma singularidade p de X, i.e., um ponto tal que X, = 0, entdo p € dita
hiperbélica se o espago tangente 7, M se escreve como soma direta 7, M &
T,M~, onde T,M™" e T,M~ sdo invariantes por dX (p) e tais que dX (p) é
uma contra¢do em 7, M~ é uma expansdo em 7,M/*. Lembramos que um
operador linear L de um espacgo vetorial V' de dimensao finita é expansivo
(resp., contrativo) se o médulo da parte real de todos os autovalores de L é
menor (resp., maior) que 1. Uma 6rbita periddica de X € dita hiperbdlica se
qualquer um de seus pontos € um ponto fixo hiperbdlico da transformacao

de Poincaré, veja [12, Capitulo 3] para detalhes.

Definicao 2.32. Dizemos que um campo de vetores completo X em uma

variedade M é dito de Morse-Smale se

(1) X tem um numero finito de elementos criticos (singularidades e
orbitas fechadas), e todos sao hiperbdlicos.
(2) Se 01, 05 s@o elementos criticos (singularidades ou 6rbitas fechadas)
de X, entdo
We(oy) h W (o9)
(3) O conjunto dos pontos ndo-errantes de X coincide com o conjunto
das singularidades de X.

Lembramos que um ponto p € M € ndo errante para o campo vetorial
completo X se, dada uma qualquer vizinhanca V' de p, existe uma sequéncia
(tn)n tal que nh_)ng.lo |t,| = 400 e tal que, denotando com ¢, of fluxo de X,
¢, (V) NV # () para todo n.

Uma das principais aplicagdes do Teorema de Transversalidade em Sis-
temas Dinamicos é o Teorema de Kupka—Smale, que estabelece a generi-
cidade da condicao Morse—Smale para campos vetoriais. Dada uma varie-
dade compacta M e um inteiro positivo k, denotamos com X*(M) o espago
de todos os campos vetorias de classe C* na variedade )M, munido da topo-
logia C*. Lembramos que um subconjunto de um espago topoldgico é dito

residual se contem a interse¢do de abertos densos.
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Teorema 2.33 (Teorema de Kupka—Smale). Para todo k > 2, o conjunto

de campos vetoriais de Morse—Smale em X* (M) é residual.

Demonstragdo. Veja por exemplo [12, Teorema 3.12]. U

Se f: M — R for uma fun¢do suave com M compacta e X for um
campo de vetores tipo-gradiente, as condi¢des para X ser Morse-Smale se
reduzem a:

(A) f € uma fungdo de Morse
(B) Se p e ¢ forem pontos criticos de f e V = f~!(c¢) for um nivel
regular com f(p) < ¢ < f(q), entdo as esferas a esquerda e a direita

degepemV, Sp(q) e Sr(p), sdo transversais.

Para ver que a propriedade (B) € equivalente a propriedade (2) da definicao
de campos de Morse-Smale no caso de campo pseudo-gradientes, basta ob-

server que, para todo z € Si(q) N Sg(p), o espago T, W*"(p) N T, W*(q) é

transversal a 7, V.

Podemos entdo definir a nocao de dupla de Morse—Smale.

Definicao 2.34. Seja f: W — R uma funcio de Morse, e £ um campo
de vetores tipo-gradiente para f que seja Morse-Smale, ou seja, £ satisfaz
as duas condi¢des acima. Entdo dizemos que o par ordenado (f, ) é uma
dupla de Morse-Smale.

Com o teorema de Kupka-Smale € possivel demonstrar que dada uma
funcdo de Morse, f, cujos pontos criticos tem valores diferentes, o conjunto
dos campos de vetores Morse-Smale tipo-gradientes para f € um subcon-
junto residual no conjunto dos campos tipo-gradiente (c.f.[1]).

Com técnicas mais elementares, podemos demonstrar que, toda fungdo
de Morse f numa variedade (possivelmente com bordo) M admite um
campo de vetores tipo gradiente que satisfaz a condi¢do. Mais explicita-

mente:

Teorema 2.35. Seja M uma variedade compacta com bordo, e f: M — R
uma fungdo de Morse em M cujos valores criticos sdo distintos®. Dado um

campo de tipo gradiente & para f, transversal a OM, e dada uma arbitrdria

e, flcrit s € injetora
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vizinhanga Q) de Crit(f), existe um campo &' de tipo gradiente para [ que
satisfaz a condi¢cdo de Morse—Smale, e que coincide com & fora de ). Tal

campo &' pode ser escolhido arbitrariamente C*-préximo a €.

Observamos que toda fung¢ao de Morse f: M — R admite perturbagdes
arbitrariamente proximas com fungdes f: M — R de Morse cujos valores
criticos sejam distintos. Para ver isto, basta perturbar a f somando uma
funcdo h que tenha norma C?-pequena, e constante perto de cada ponto

critico da f.

2.6. O primeiro teorema de cancelamento. Vamos agora demonstrar o

primeiro teorema importante para nossa demonstragao.

Teorema 2.36. Seja (W, Vy, V1) uma tripla com uma dupla (f, ) de Morse-
Smale cm exatamente dois pontos criticos ¢, ¢’ de indices \ e A + 1, tal que
f(e) < f(¢). Entdo se S;, N Sk consistir de somente um ponto entdo W
é um cobordismo produto. E mais, temos que o campo de vetores tipo-
gradiente £ pode ser modificado em uma vizinhanca arbitraria da tinica
linha de fluxo de c a ¢, de maneira que este novo campo de vetores seja um
tipo-gradiente de uma funcdo f': W — R de Morse sem pontos criticos,

que coincide com f em uma vizinhanca de VU V'

Demonstracdo. Denotamos com 7' a tnica linha de fluxo de & de c a (.
Vamos inicialmente provar o resultado assumindo a seguinte:
Hipotese adicional: existe uma vizinhanga U da trajetoria 7', e um sistema

de coordenadas g: Ur — R" tal que:

(1) g(c) =(0,...,0)eg(d) = (1,0,...,0)

(2) g:£(q) = n(x) = (v(x1), —T2, ..., —Tx, —Tr41, Trt2, - - -, Ty), ONde
9(q) = z.

(3) v(z1) é uma fungdo suave, positiva em (0, 1), zero no bordo do
intervalo e negativa em todo outro ponto. Além disso |(t)] = 1

para t em uma vizinhanca de 0 e numa vizinhanga de 1.

Afirmagdo 4. Dada uma vizinhancga aberta de U de T', podemos encontrar
uma vizinhanga menor U’ C U de T de maneira que nenhuma trajetdria

passe por U’, saia para fora de U, e retorne a U’



RELATORIO CIENTIFICO PROCESSO FAPESP 2020/04871-0 65

Demonstragdo. Suponha por absurdo que a afirmacgdo é falsa, entdo en-
contramos partes de trajetorias 717,75, ... Ty, ... tal que, para todo k, T}
comega em 77, passa por um ponto s € W \ U e depois vai pra t;, de ma-
neira que (1), e (tx)x tendem a algum ponto de 7" quando k£ — co. Como
W\ U é um compacto entdo a menos de subsequencia podemos assumir
que (s )x é convergente. Seja s = lim sy, temos que a curva integral ¢(t, s)
de £ que passa por s deve ou vir de Vj ou ir para Vj, caso contrario seria
uma segunda trajetdria unindo c e ¢’. Sem perda de generalidade podemos
assumir que ¢(t, s) vem de ;.

Pela dependéncia continua dos parametros iniciais, temos que em uma
vizinhanga de s, B(s), todas as curvas integrais vem de V{. Assim definimos
Ty como a trajetoria que parte de 1 e termina em s’ € B(s). Observe que
Ty é um compacto, desta maneira temos que, ao escolher uma distancia
qualquer em W, a fun¢do d: B(s) — R com d(s') = d(T,Ty) estd bem
definida e é continua. Logo, como d(s) > 0, em uma vizinhanga de s, d é
maior que uma constante positiva o > 0, desta forma para k grande temos

que
a <d(sg) =inf{d(z,y) :x € T,y € Ty, } <inf{d(ry,z):x €T} -0

Absurdo. ]

Seja U uma vizinhanga de 7" cujo fecho estd contido em Uy, e seja U’ uma

vizinhanga de 7' como a da afirmacdo anterior.

Afirmagcao 5. E possivel alterar £ em um subconjunto compacto de U’, de
maneira que o novo campo de vetores £’ ndo tem singularidades, e € tal que
toda curva integral de ¢’ que passa por um ponto de U em algum instante ¢,,
deve ter estado fora de U em algum instante ¢’ < ¢, e saird de U novamente

em algum tempo t” > ¢,.

Demonstragdo. Tome 1/ (x) = (V'(z1, ||(z2, ..., 24)||), =22, ..., z,) Onde
/' satisfaz as propriedades:
(1) V/(z1, ||']]) = v(z) fora de uma vizinhanga compacta de g(7) em
g(U")
(2) V'(x1,0) < 0 para todo z;.
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Com z! = (x9,...7,).
Observe que £’ é um campo de vetores sem singularidades em W, pois se
Ty=---=uxz,=0entloz’ =0 = ¢'(z) = (V/(21,0),0,0,...0) #0
Assim temos que as curvas integrais de £’ em Uy satisfazem o sistema de
EDOs:

(d
== V(e |2
d(EQ
=2 _
dt ?
dx,,

\ dt

Seja x(t) uma curva integral com condicdo inicial (x(0),...,z,(0)). Va-

mos provar a afirmacdo para ¢ > 0. Para isso, separamos a demonstracao

em dois casos:

e 1;(0) =0 paratodo k > \ + 1,
e existe k > A + 1 tal que x(0) # 0.

No primeiro caso temos que z'(t) = (z2(0)e™", ..., zx1(0)e™%,0,...,0),
logo ||z'(t)|| decresce exponencialmente quando ¢ — +oo. Suponhamos
por absurdo que z(t) € g(U) para todo ¢ > 0, entdo como v/(xy, ||z'||) é
negativa para ' = 0, por continuidade, temos que existe § > 0 tal que
V'(x1,]|z!||) é menor que uma constante negativa, 3, no conjunto compacto
Ks ={z € g(U) : ||2!|| < 6}. Como ||2'(¢)|| descresce exponencialmente,
temos que eventualmente ||z'(¢)|| < §. Portanto dai em diante

M <p<o
e assim z(t) deverd eventualmente sair do conjunto limitado g(U).

Para o segundo caso basta observar que se existe k > A + 1 tal que
z1(0) # 0, entdo ||z(t)|| > |zx(t)] = |2x(0)e'| — oo, logo z(t) eventual-
mente escapa o conjunto limitado g(U).

Para ¢t < 0 a demonstracao é andloga. U

Afirmagdo 6. Toda linha integral de ¢’ vaide V a V".
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Demonstracdo. Se uma curva integral de £ passa por U’, pela Afirmagéo 5
eventualmente a curva terd que sair de U. Ao deixar U, ¢ = £ assim a
curva integral coincide com uma linha de fluxo de £. Pela afirmg¢do 4 a
curva integral ndo retornarda a U’ e portanto deve ir a V7. Um argumento
analgo demonstra que a curva deve ter vindo de Vj.

Se uma curva integral de &’ ndo passa por U’, entdo esta é uma curva

integral de £ e portanto vai de V[, para V;. U

Afirmagdo 7. De maneira natural, o fluxo de £’ determina um difeomorfismo
¢: ([0,1] x V. {0} x V. {1} x V) = (W, V, V")

A demonstracdo desta afirmacdo é muito parecida com a de 2.18, serd

omitida.

Afirmacgdo 8. Existe uma funcio de Morse g: W — R sem pontos criticos,
tal que o campo £’ € um tipo-gradiente para g. Além disso temos que ¢
coincide com f em uma vizinhanga de OW.

Demonstragdo. Dada a ultma afirmagdo basta encontrar uma funcdo de
Morse h: [0,1] x Vo — [0, 1] tal que %—? > 0, e h coincide com f; = fo ¢
em uma vizinhanga de 0[0, 1] x Vj. Temos que existe § > 0 tal que para
todoqe%,%(t,q) >0set<doul—0<t.

Seja A: [0,1] — [0, 1] uma funcgdo suave tal que )\‘[5 5 = Oe, além
disso, )\’[076}U[1_671] =1.
Defina a funcao auxiliar
. 1 P 1 -1
v = [1- [0 2ead ([ 0-ro)a)
0 0
e por fim vamos deinir
ARG
o) = [ IO+ (1= Akl
E h € a fungdo desejada. 0

Assim, concluimos a prova do Teorema sob a hipdtese adicional da pagi-
na 64.
Para completar a prova, basta mostrar que podemos sempre nos recon-

duzir ao caso em que a hipdtese adicional € satisfeita. E possivel, de fato,
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provar que se Sk e Sy tem uma Unica intersec¢do transversal, é sempre
possivel modificar o campo tipo gradiente £ de forma que a hipétese adici-
onal € satisfeita.

Omitiremos os detalhes da prova desta afirmacgao, que sdo bastante técni-

cos, e podem ser encontrados em [9, § 5]. O

2.7. Segundo Teorema de Cancelamento. O teorema da ultima secdo é
muito importante para a demonstracdo do Teorema do H-Cobordismo. Po-
rém as hipéteses do teorema anterior sao muito restritivas e por isso preci-
samos de um resultado mais fino.

Na hipétese do Teorema 2.36 temos que a intersec¢do das esferas, S N
Sp, precisa ser um conjunto unitdrio. Neste novo teorema substituimos
esta hipotese com uma mais geral: pediremos que o ndmero de intersec¢ao

Sgr* Sp sejaigual a +1.

Teorema 2.37. Suponha (W™, V, V") uma tripla tal que W, V, V' sdo sim-
plesmente conexas, seja (f, &) uma dupla de Morse-Smale com exatamente
dois pontos criticos de indice concecutivos A\, A\ + 1. Se3 < A <n—3e

S, NSy tem niimero de intersecgdo %1, entdo W é um cobordismo produto.

A demonstra¢do deste teorema € delicada e muito tecnica, € essencial-
mente demonstrada com um Teorema de Whitney e usando o teorema da
secdo anterior. Neste Teorema de Whitney que as condi¢des no grupo fun-
damental e na dimensdo de W sdo introduzidos. Para mais detalhes ver

[9]

2.8. Homologia de Morse. Nesta se¢cao vamos introduzir uma das ferra-
mentas essenciais utilizad na demonstracdo do Teorema do H-Cobordismo.
Vamos definir uma nova homologia, que chamaremos de Homologia de
Morse associada a um cobordismo e uma dupla de Morse-Smale (f, ).
Descreveremos duas abordagens distintas a homologia de Morse, equiva-
lentes, e cada abordagem nos trara visoes diferentes do mesmo fénomeno.
A primeira abordagem, que chamaremos homologia dos pontos criticos,

utiliza um complexo de cadeias determinados pelos pontos criticos da f,
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e os operadores de bordo definidos usando o niimero de interse¢ao de es-
feras S7, e Sg, veja Defini¢dao 2.20. A segunda abordagem utiliza fungdes
auto-indexadas f, e a homologia relativa dos subniveis dessas fungdes.

O resultado principal (Teorema 2.40) é que a homologia de qualquer um
desses complexos € isomorfa a homologia singular da M. Omitiremos os
detalhes da prova deste importante resultado, que podem ser encontrados
na referéncia [1].

Vamos fixar uma tripla (W, V, V') e uma dupla de Morse-Smale (f, &)
para (W, V, V).

2.8.1. Homologia dos Pontos Criticos. Sejak € {1,2,...,n} definimos

Cy = Z a.c: a. €7

c€Critg (f)

0 Z-médulo livre com os pontos critico de indice k£ como geradres.
Definimos agora a aplicacdo bordo:

(2.4) Ops1: Cry1 — Gy
de maneira que se ¢ € Crity(f),
Oc(c) = > (Sr(d)*SL(c))d,
deCrity,_1(f)

onde Sg(d)*Sy(c) denota o niimero de intersegdo das esferas Sg(d) e S1(c)
(veja Definicao 2.20). A (2.4) define univocamente um homomorphismo de
grupos entre C1 € C). Note que a hipétese de transversalidade nos diz
que 0 Sr(d) NSy (c) consiste de um nimero finito de pontos, e o coeficiente

Sr(d) = Sp(c) é uma contagem algébrica desses pontos.

Evidentemente, precisamos verificar que (C, Ok x>0 satisfaz a proprie-

dade central de complexos de cadeias.

Teorema 2.38. O complexo (C,, 0,) é de fato um complexo de cadeias, isto
é 0% =0.

Demonstragdo. Veja por exemplo [5, Section 3.3]. U
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Definimos a homologia de Morse da dupla (f, &) como a homologia do
complexo de cadeias:

Ok k)
"'—>Ck+1—+1>0k—k>0k_1—>"'

Os grupos de homologia deste complexo sdo dados por Hy, = ker 0y, /Op1(Cr11)-
O seguinte teorema mostra que a homologia deste complexo é, de fato,
independente da escolha da dupla (£, &).

Teorema 2.39. Sejam f,g: W — R e &, campos tais que (f,€) e (g,()

sdo duplas de Morse-Smale. Entdo existe um morfismo de complexos
(I)*: (C*<f)> 8) — (C*(g>7 a)

que induz um ismorfismos nas homologias.

Demonstragcdo. Veja por exemplo [5, Section 3.5] U

2.8.2. Homologia dos Discos a Esquerda. Dado um cobordismo represen-
tado pela tripla (W, V, V"), seja f uma funcdo de Morse auto-indexada. De-
fina Wy, = f'[—3,k+ ] parak € {—1,0,1,...n}.

Defina o Z-modulo livre

Cy = H)\(WA, W,\_l).

Pelo Corlério 2.26 temos que C, € um um Z- médulo livre gerado pelas
classes [Dr(g:)], que formam uma base de C', onde {¢;} é o conjunto de
pontos criticos de indice .

Vamos agora definir o operador bordo entre C}, e Cj_;. Para isso se
lembre da sequéncia exata para a tripla (X, A, B),com B C A C X:

cv = Ho(A,B) 3 Ho(X,B) 55 Ho(X,A) % H,(X,B) = ...
Em particular para W,_, C W)_; C W), temos 0 mapa quociente
O+ Hy(Wi, Wi—1) — Hyoy(Wi—1, Wi—2)

Pela defini¢do das aplica¢des bordo € claro que (C,, \,) é um complexo
de cadeias. Logo podemos definir os grupos de homologia do complexo de
cadeias H(C,).
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Observe que os dois complexos de cadeias recém definidos sdo bastante
parecidos. De fato podemos provar que se p € um ponto critico de indice A,
I[Dr(p)] = >_,,(Sr(q;) *SL(p))[Dr(g:)] onde {g:} € o conjunto de pontos
criticos de indice \. Portanto os complexos de cadeias com a mesma dupla
(f,&) sao de fato ismorfos e determinam as mesmas homologias.

Termino a exposi¢do com um resultado importante da Homologia de

Morse.

Teorema 2.40. A homologia de Morse é isomorfa d homologia singular.
Isto é H,(C,) = H (W, V), onde a homologia da esquerda é uma qualquer

das definidas acima, e a da direita é a homologia singular.

2.8.3. Teorema de Bases. Nesta se¢ao estudaremos a relacao de bases dos
complexos de cadeia acima e as duplas de Morse-Smale definidas no cobor-

dismo.

Teorema 2.41. Seja (W™, V, V') uma tripla e (f,£) uma dupla de Morse-
Smale com f auto-indexada. Se 2 < \ < n—2e W for conexo, entdo dada
qualquer base de Hy(W, V') existe uma nova dupla de Morse-Smale (g, (),
com g auto-indexada e com Crit(f) = Crit(g), que coincide com (f,£) em
uma vizinhanga de VU V' tal que os discos a esquerda dos pontos criticos

no nivel )\, orientados de maneira oportuna, determinam a base escolhida.

Observacdo 2.42. Toda nesta secao tomamos as homologias com coeficien-
tes inteiros, porém poderiamos ter feito praticamento tudo com a homologia

com coeficientes em outro anel.

2.9. Cancelando pontos citicos de indices do medios. Uma vez estabe-
licidos os resultados da se¢do acima, podemos demonstrar um resultado

parcial que € a esséncia do Teorema do H-Cobordismo.

Teorema 2.43. Suponha que (W, V, V') é uma tripla de dimensdo n > 6
que admite uma funcdo de Morse cujos pontos criticos tem indice 1 < \ <
n—1. Se W,V e V' forem simplesmente conexos e H,(W,V') = 0 entdo
(W, V, V") é um cobordismo produto.

Demonstracdo. Seja c o cobordismo dado pela tripla (W, V, V'); pelo Teo-

rema 2.31 podemos fatorar ¢ = cycs . .. ¢,,—o de maneira que ¢ admita uma
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funcdo de Morse, f, tal que a restricdo de f para c, sé tem um nivel critico
com todos os pontos criticos de indice .
Conseideremos o complexo de cadeias associado a esta funcdo de Morse:

(2.5)
8n—2

On_
v Cpg = S

1s) 0, Ie) 0!
Cog == .. 2B 2302 20—

Para A € {2,...,n — 2}, denote com k(\) a dimensdo do nicleo de 0j;
escolhemos uma base 2", . .. 22(&11) do niicleo de Oy, : Cyy1 — Ch.

Como H,.(W,V) = 0 temos que a sequéncia (2.5) é exata, de maneira
que podemos escolher by ™, ... by tal que O(b}T') = 2z} para todo i €
{1,... Ky}, entdo 2}, .., 21;\;:\11)7 bt ’bz(k) é uma base para C) ;.

Usando o Teorema da Base 2.41 podemos enontrar uma dupla de Morse-
Smale (f’,&’) tal que os pontos criticos de f' com indice de Morse igual a
A + 1 representem a base escolhida acima. Fazendo um processo andlogo,
obtemos o mesmo para C.

Sejam p e g pontos criticos, em ¢y € ¢y, respectivamente, que corres-
pondem a 2 e b}"!. Mudando f’ de maneira apropriada obtemos que
CAC +1 = C\CpCqChiq> ONdeE ¢, ec, possuem somente um ponto critico da
f', p e q respectivamente.

Seja V; for um nivel regular entre f'(p) f'(¢q). Como 9b;™ = 27, entio
pela defini¢ao da aplicagdo bordo temos que as esferas Sg(p) e Si.(q) em
Vo tem nimero de intersec¢do igual a +=1. Pode-se provar que c,c, € sim-
plesmente conexo, assim como seu bordo, e portanto podemos aplicar o
Segundo Teorema de Cancelamento (Teorema 2.37), obtendo que ¢, € ¢,
¢ um cobordismo produto. Podemos assim modificar f’ e £’ em c,c, para
uma nova dupla (g, ¢) de maneira que g ndo tenha pontos criticos em c,c,,.

Repetindo este processo, podemos cancelar todos os pontos criticos de
f, obtendo uma funcao de Morse para a tripla sem pontos criticos. A con-

clusdo segue do Teorema 2.9. U

2.10. Cancelando pontos citicos de indices baixos. Com o teorema 2.43
temos quase o Teorema do H-Cobordismo. S6 nos resta lidar com os pontos
criticos de indice 0, 1, n; e n.

Para isso temos o seguinte teorema:
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Teorema 2.44. Seja (W™, Vi, V1) uma tripla com uma dupla de Morse-

Smale (f,£) com f auto-indexada. Entdo valem as seguintes:

(Parte A) Se Ho(W,Vy) = 0, entdo os pontos criticos de indice 0 podem ser
cancelados junto com um niimero igual de pontos criticos de indice
1.

(Parte B) Suponha que W e V, sdo simplesmente conexos e n > 5. Se f
ndo tiver pontos criticos e indice 0, entdo para cada ponto critico
de indice 1 podemos inserir dois pontos criticos, um de indice 2
e um de indice 3, de maneira que os pontos criticos de indice 2
se cancelam com os pontos criticos de indice 1 (no fim das contas

trocamos um ponto critico de indice 1 por um de indice 3).

Demonstragdo Parte A. Como Hy(W, V') = 0, entdo temos que o grupo de
homologia com coeficientes em Z,, Ho(W,V;Z5) = 0. Logo por 2.40

temos que, com a notagao 1a estabelecida,
H Wy, W Zo) = C1 5 Co = H(W,, V : Z)

Co/0(Cy) = 0. Portanto O € sobrejetora. Como vimos a aplicagdo 0 é
um homomorfismo de médulos, representado pela matriz dos nimeros de
interseccao das esferas a direita e a esquerda médulo 2.

Assim, se houver algum ponto critico de indice 0, Cjy é ndo nulo e por-
tanto temos que existe p um ponto critico de indice 1 € p’ um ponto critico
de indice 0 tais que Sr(p) * S..(p') # 0 mod 2. Portanto Sz, N Sk terd um
nimero impar de pontos.

Como p tem indice 1 entdo Sy, (p) tem dimensdo zero, e portanto Sy (p) é
um conjunto com dois elementos. Com isso concluimos que S, N S tem

exatamente um ponto, e o teorema 2.36 se aplica. U

Demonstragdo da Parte B. Veja [9] U

2.11. Conclusao da prova do teorema do H-Cobordismo. Estamos pron-

tos para a prova do Teorema 2.7.

Prova do Teorema 2.7. Seja f uma funcdo de Morse auto-indexada para

(W, V, V') o teorema 2.44 nos permite eliminar os pontos criticos de indice
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0 e 1. Se tomarmos a funcdo — f temos que os pontos criticos de indice n
e n — 1 de f serdo os pontos criticos de indice 0 e 1 de — f portanto usa-
mos, mais uma vez, o teorema 2.44 para concluir que podemos eliminar os
pontos criticos de indice n e n — 1.

Desta maneira obtemos uma fungdo de Morse para a tripla (W, V, V")
onde todos os pontos criticos tem indice 2 < A\ < n — 2, portanto o teorema
2.43 se aplica. U

Definicao 2.45. Dizemos que (W, V, V') é um h-cobordismo se V e V' sdo
retratos por deformacdo de W. Além disso dizemos que V' e V' sdo h-

cobordantes

E possivel demonstrar que as condi¢des (1) e (2) do Teorema do H-
Cobordismo implicam que V' e V'’ sdo h-cobordantes. Evidentemente se
v e V"’ sdo h-cobordantes temos que vale H, (W, V') = 0. Portanto poderia-
mos enunciar o teorema do H-Cobordismo substituindo a segunda condic¢ao

por V e V'’ serem h-cobordantes, e por isso o nome do teorema.

Corolario 2.46. Sejam V e V' variedades h-cobordantes fechadas de di-

mensdo > 5, entdo V e V' sao difeomorfas.

Demonstrag¢do. Como V' e V' sdo h-cobordantes existe uma tripla (W, V, V),
como V' e V' sdo um retrato por deformacdo de W temos que V', V' e W
sdo simplesmente conexas e que H,(W,V') logo podemos aplicar o teo-

rema. O



RELATORIO CIENTIFICO PROCESSO FAPESP 2020/04871-0

FIGURA 14. Cilindro com uma 1-célula colada

FIGURA 15. Encolhendo a 1 célula
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FIGURA 16.

FIGURA 17. Finalmente temos o subnivel A~ [0, 2]
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