LAPLACIANO EM VARIEDADES RIEMANNIANAS
PIETRO MESQUITA PICCIONE

RESUMO. Este é o trabalho para o curso de Geometria Riemanniana
sobre o Laplaciano em variedades riemannianas. Demonstrarei duas
equacdes de Bochner e suas aplica¢des, dando conexdes entre Geome-

tria, Topologia e Anilise.
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INTRODUCAO

Os assuntos que acredito que sejam mais interessantes na matemética sao
aqueles que relacionam dreas e utilizam ideias diferentes. Acredito que este
tipo de abordagem estd no cerne do estudo da Geometria.

Neste trabalho estudei resultados bésicos sobre um topico que relaciona
a Geometria, a Topologia e teoria de Equacdes Diferenciais em uma Varie-
dade.

1. DEFINICOES BASICAS

Neste texto (M, g) (ou mais concisamente M) denotard uma variedade
riemanniana orientada, conexa e compacta. Q2*(M) = A*T*M denotaré o
espaco das k-formas diferenciais em M, e

d”: QF (M) — QFL(M)
a derivada exterior de formas diferenciais.

Observagdo 1.1. Observamos que, para todo p € M, g, induz um produto
interno em 77 M. De fato, basta observar que a métrica g, pode ser vista

como um isomorfismo linear

>: T,M — TFM

U= gp(va ) = Ub

e podemos definir em 7,M™* o produto escalar dado pelo push-forward
».(gp). Com um pequeno abuso de notagdo, denotaremos com o mesmo
simbolo g, este produto escalar.

A aplicagdo inversa de b serd denotada por £ .

Observagdo 1.2. Além do produto interno em 77 M podemos induzir um

produto interno em todos os espacos AkT;M . De fato, podemos definir
glwi A Awg,aq A=+ Aay) = det (g(wi,aj))7

e estender por bilinearidade ao espago AkT;M . Nao ¢ dificil mostrar que
este produto escalar estd bem definido. Se 64, ...,6,, € T*M € uma familia

ortonormal, entdo pondo [ = {i; < -+ < i}, J = {j1 < -+ < Jn_i}
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temos que
(1) O Ao 0 05 N---NB,) =6
9\ Ve Y1 Jk 1

Vamos definir um operador importante entre QF e Q"~*: a estrela de
Hodge.
Para isso, tome w € Q¥(M) e defina o funcional linear

Qo NFT*M — R

tal que ¢, (@) = g(w A «, dvol). Pelo Teorema de Representacdo de Riesz
temos que existe um tnico elemento denotado por *xw em Ag‘kT*M tal que

g(w A a,dvol) = g, (a) = g(a, *w)

Observe que a fungdo w — *w é linear de AFT*M para A7~*T*M. Por-
tanto, isto define uma aplicaco *: w — *w de QF a Q" *que é C*°-linear.

Definicao 1.3. O operador acima
w1 QF (M) — Q" F(M)
€ chamado o operador estrela de Hodge.
Sejaby,...,0, € Ty M uma base ortonormal positivamente orientada.
Lema 1.4. A estrela de Hodge é dada por

* (0 N NG ) =0, N N0,

In—k

com 9i1 VANPIN 9% VAN ‘9]‘1 VANRIERIVAN an—k = (dVOlg)p
Demonstragdo. Usando (1), temos que

(0 N+ NO;,) = Zg(*(@il Ao NGO ), 0 N O, V0 N NG
== Zg 11 /\ 911 <A Glnfk,dvol)ell VANEIERIVAN 0171%

g(91/\ NG NOpy Av-- A Oy, dVOL)O Ao A Oy,

= g(sgn J)dvol dvol)Om, N NOp, .

(
= Sgn( ) A emnfk
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zejl/\.../\g

jn—k
Onde L varia entre os n — k-multi-indices ordenados, {m, ..., m,_x} ob-
tido ordenando o conjunto de indices {ji, . . ., jn_x}, € onde o é a permutagio
associada a esta mudanca de ordem. U

Usando o lema acima, € uma computacdo simples mostrar que ** =
(_1)k(n7k)1d

Corolario 1.5. g(w,a)dvol = w A x«
Demonstragdo.
9w, a) =(=1)"" M g(w, xxa)
=(—1)*" P g(xa A w, dvol)
=g(w A xa, dvol)

= g(w, a)dvol = w A *«a O

Como vimos acima, a métrica de M induz um produto interno em A’“T;M
para todo p € M. Além disso, podemos definir um produto interno global
em (;,(M) utilizando a integragdo em M. Se w, o € Q¥(M) definimos

<w,a)i/Mg(w,a)dvolz/Mw/\*a

Dizemos que (—, —) é o produto interno de Hodge, e denotaremos por ||—||
a norma associada.

Assim temos que se w € QF e n € QFFL, entdo

(dw,m:/de/\*n
—/Md(w/\*n)—/M(—l)kw/\d(*n)
:O—l—(—l)k“/Mw/\d(*n)
= (CFED [ o nd(en)

M

= (—1)"k+t /Mw A *(xd(*n))
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= (=1)"Hw, *d(xn))

Definicao 1.6. Denotamos por § = (J;) a familia de aplicagdes:
5k+1 . QkJrl(M) — Qk(M)
definida por 6(w) = (—1)"*! x (d(*w))
Vamos calcular 6! em coordenadas locais.

Sejam U um aberto coordenado, w € QY(M) e f € C>®°(M) com

supp f C U, vimos acima que

2) (0w, f) = (w, df)
logo
COf
(0w, f) = /Ug(wz- dx ,%dx])dvol
of
/g wzaxjdvol
:/ ”w@ \/|detg |dx* .
U
3) =— | f0;(g"wi/|det g|)da" ... da"
U
/ - (9”wi\/|det g|)dvol
/ = 9; (g7win/|det g)d vol

—1
= (———0; (¢ w;~/|de
( dotg] i (97wi/|det g]), f)

A equacdo acima vale para todo f com suporte em U, disso segue que

1 1 Jw,/ e
5(w)—\/maj( 7 |d tg|)

f_—l
v y/ldetg]

emU.

Definicao 1.7. O Laplaciano em k-formas é o operador

A QM (M) — QF(M)
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dado pela férmula
A = dF R g g
Em particular, pondo £ = 0, temos que o Laplaciano de funcdes é dado
pela férmula

4 A =dd

Em coordenadas locais temos que se f € C'™°

_of
df = (9;1:idx
€ assim
—1 ij af
Af = b(df) = —=—==0; (9" 75/|det g])
|det g O

Concluimos entdo que em um ponto p, encontramos coordenadas tais que

Af(p)=-2 a((?;];z (p), como se esperaria.

Observacdo 1.8. E uma computagio simples mostrar que A comuta com a
estrela de Hodge, ou seja, que:

A" Fy = AR
Definicao 1.9. Dizemos que uma forma diferencial w é harmonica se
Aw =0

Tendo definido o Laplaciano, podemos considera-lo um operador entre
espacos vetoriais de formas diferenciais, e estudar seu espectro.
Como aplicac¢do do Teorema Espectral para operadores compactos e au-

toadjuntos' podemos provar o seguinte teorema:

Teorema 1.10 (Teorema de Hodge para Formas). Seja (M, g) uma varie-
dade riemanniana compacta conexa orientada. Existe uma base ortonor-

mal de L*A*T*M de autoformas do Laplaciano em k-formas. Todos os

o) Laplaciano ndo é um operador compacto, e a priori também ndo estd definido num
espaco de Hilbert, porém podemos provar que A~! (estd bem definida em espagos de
Sobolev!) é compacto e autoadjunto, e o resultado segue
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autovalores sdo ndo negativos. Todo autovalor tem multiplicidade finita e

os autovalores acumulam somente no infinito.

Com resultados da Teoria de Regularidade é possivel provar que toda
autoforma € de fato C°, e portanto as autoformas sdo elementos de Q% (M).
Neste trabalho trataremos duas abordagens diferentes do Laplaciano em
Geometria, uma no sentido do estudo do Espectro do Laplaciano e suas
relagdes com a geometria da variedade, a dita Geometria Espectral, e a outra
no sentido da Teoria de Hodge, relacionando o Laplaciano com invariantes

topoldgicos da variedade, como os grupos de Cohomologia.

2. ALGUMAS EQUACOES ENVOLVENDO O LAPLACIANO

Antes de prosseguir com algumas formulas para o Laplaciano, vou fazer
uma breve discussdo do Laplaciano para fungdes.

Se f € C*, entdo definimos a hessiana de f como o tensor (0, 2):
(5) Hess f(X,Y) = (Vxdf)(Y) = X(Y (/) = VxY (/)

Dizemos que a fungdo X — Hess f(X,—) € Q'(M) é o operador Hessi-
ana, também denotado por Hess f

Podemos definir AP f = — tr(Hess f). Observe que, exatamente como
oA, AP éum operador diferencial de segunda ordem, e além disso, temos
que em R" coincide com o Laplaciano usual.

Vamos mostrar que, como em RR”, em uma variedade riemanniana qual-
quer AB = A°,

De fato, em um aberto coordenado U temos:’
tr Hess f = Hess f(9;,0;) g

= 003 = V0.0, ()] "

— |00, ~ T 00 |

Nestas contas utilizo uma importante identidade sobre derivadas dos coeficientes das
métricas, a ver, Oyg;; = FLiglj + 1"2 9t obtida diretamente utilizando que a conex@o
€ compativel com a métrica.
Além disso, como gijg7’C = §;  temos que

91(9ij9’") =0 = 91g"" = —g"' 0(gim)g

mk
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= g70,0,f — g"T%; O f
= 970,0,f — g"T} O f + (=T 9" O f + T 6 Ok f)
= 970,0,f + (=g} Onf — i g Ok f) + T 6 Ok f
= 9700, f — 9" (gme L5 + Ui 9rj) 9" Ok f + Ty g™ O f
= 970:0;f — ¢""(0igm) 9" Onf + T 6 Ok f
= g790,0;f + 0ig" O f + Tl " Ok f
= 0i(g” 0;f) + 1,97 0, f

Para simplificar as contas daqui em diante denotarei g% 9 f por v".

Temos entao que:
(0) tr Hess f = 0;0° + ngvi
=o' + %gj “(Thgms + T Gem )V
=o' + %gjk(@‘gkj)vi

. 1 1 .
= 0" + ———0;(det g)v"

2det g
1 )
0;(1/det g)v*
B (v det g)v
1

__ 1 4 i,
\/m&( det g g 0; f)

— _Af

= (’“)ivi -+

Neste espirito, podemos definir V*: I'(T*M @ T*M ) — T'(T* M) como

a fun¢@o que numa vizinhanga de p € M ¢é dada pela identidade:
(V'T)X)=-> VpT(E;,X)
onde F; € uma base ortonormal de vetores de 7, M estendidos a campos de

vetores definidos numa vizinhanca de p por transporte paralelo ao longo de

geodésicas radiais saindo de p, de maneira que
(7) (sz‘Ej)P =0

No resto do texto F£;’s indicardo esta construcao.
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Observagdo 2.1. Nao € claro a principio do porque esta definicao ndo de-
pende de escolha do referencial ortonormal (£;); como acima. Para resol-
ver isso vamos provar que V* é a adjunta de V no sentido que se w € Q' e
n € Q2 entio:
(8) / g(Vw,n) dvol = / g(w, V*n) dvol

M M
Onde vejo V como uma fun¢do definida em I'(7* M) e tomando valores
em ['(T*M ® T*M). Veja que demonstrando (8), provamos que V* ndo
depende da escolha dos F;’s. Diremos que V* € a adjunta de V.

Para demonstrar (8) vou usar fazer uso de duas identidades que relacio-

nam a derivada exterior e a sua adjunta (9) com a derivada covariante V.

Lema 2.2. Vale as seguintes igualdades:

©) (X, Xe) = S ()T a@) (Xr, s i1 Xigrs oo, X)

%

(10) n(Xa, ... X)) = = > (Ven)(Ei, Xs, ..., Xy)

7
Utilizarei este lema somente para k = 2, logo demonstrarei s6 para este

caso, o caso geral é parecido.

Demonstragdo. Por defini¢do temos que
(11) dw(X,Y) = X (w(Y)) = Y (w(X)) —w([X,Y])

Logo temos que

dw(X,Y) = Vxw(Y) + w(VxY) = Vyw(X) — w(VxY) —w([X,Y])
= Vxw(Y) = Vyw(X) + w(VxY — Vy X — [X,Y])
= Vxw(Y) = Vyw(X) + w(0)
= Vxw(Y) = Vyw(X)
A prova da (10) € omitida. ]

Estamos prontos para provar que (Vw,n) = (w, V*n).
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Para fazer isso, defina a 1-forma: P: X — > w(E;)n(X, E;). Pelo

lema anterior temos que:

5(P) ==Y (Vi P)(E)

k

Assim, temos que em p:

—6(P) = Z(vm( On(—, E)]) (Ex)

= ZEk (B, Es) +w(E;) (Vi) (Er, Ey)

o Z ka n(Ek, E;) +w(ka (B, E Z Z ka
- Z V p,w)(E)n(Ey, ;) + w(0)y(Ey, E +Zw n)(E;)

= g(Vw,n) —9(w, V™)

Por fim, como isso vale para todo p € M, concluimos que

_/Mé(P) dUOl:/Mg<VW777) — g(w, V*n) dvol

E assim
/g(Vw,n) dvol:/ g(w, V*n) dvol
M M

Desta maneira V* ndo depende de coordenadas e de fato € a adjunta de
V.

Observacdo 2.3. Se w € Q' (M), entdo a composigio V*V = AP ¢ dada
pela férmula:
V' Vw(X Z Ve Viw(X

Observe que V*V € um operador d1ferenc1a1 de segunda ordem, que € uma
generalizacdo do traco da hessiana para 1-formas.

Diferentemente do caso de O-formas, ou melhor dizendo no caso das
funcdes, A # V*V. Portanto a seguir vamos calcular A — V*V

Depois destas discussdes vamos demonstrar duas variacoes de formulas

atribuidas a Bochner, que relacionam o Laplaciano e a curvatura de Ricci.

Ek7

i)
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Como a ultima observacdo veja que, em p € M, Ric, pode ser visto

como um operador:
Ric, € hom(T,M ® T,M, R) ~ hom(T,M, T: M ® R)
~ hom(T,M, T, M) ~ hom(T,; M, T, M)

Onde por defini¢do temos que g(Ric,(w), a) = Ric,(wF, of).

Proposicao 2.4 (Identidade de Bochner). Vale a seguinte igualdade:
(12) A =V*V + Ric

Demonstragdo. Sejaw € Q'(M), como vimos em 2.2 temos que:
8(dw)(X) = — Z(vEdwin, X)
= (V Vw)(X) + Y (Vi Vw)(E)

E além disso que:

do(w)(X) = d( =) Vew)(E))(X)

i

:—Z(VXVE(U)(E)—}-X]VEW(VE )

Juntando os dois termos temos

Aw(X) = V*Vw(X) + Z (Ve Vxw)(E;) — (VxVEw)(E;)]
= V*VW Z Ez; X E) —|— V[X,EJW(EJ

= V*Vw(X Z R(E;, X)), E;) 4+ Vx,pw(E))
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= V*Vw(X) + Ric(w)(X) + > X'V (g, pw(E;)
2%

= V*Vw(X) + Ric(w)(X)

U
Agora demonstraremos uma outra formula também atribuida a Bochner.

Teorema 2.5 (Férmula de Bochner-Lichnerowicz). Para toda f € C

vale:
(13) = ZAG4P) = [Hess(DI? — gldf, d(A) + Rie(ds*, )

Demonstragdo. Sejam p € M e, como antes,[; uma base ortonormal de
vetores de 7,,M. Podemos estender £; a um campo de vetores definidos

numa vizinhanca de p por transporte paralelo. De maneira que
(14) (VE,E;), =0
Portanto, por 6, temos que em p
A(ldf1?) = = Ve Vi (df*)
= 2> Vpg(Vgdf,df)
= =2 g(VeVedf,df) =2)  ¢(Vidf, Vdf)
)
)

=2 (Ve Vgdf.df) =2 g(Hess f(E;), Hess f(E;))
= 2> g(VEVedf,df) — 2[Hess(f)[

Agora como F; € ortonormal temos que

9(VeVedf.df)=> (Vi Vedf)(E;)df(E))

Por sua vez temos que

(15) Vg Vgdf(E;) = E(VEdf(E)) — (Vedf ) (Ve Ej)

Hess(E;, E})) — (Vg,df )0
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= E;(Hess(E;, E;)) — (Vg,df)0
= E;(Hess(Ej, E;)) — (Vg df)(Vig, E)
= Vg, Vi, df (E;)

Vamos agora comutar os termos da conexao para obter um termo de curva-

tura:
Vi Vi, df =
= Vg, Vi df + R(E;, E)df* + Vg, g, df
= Vi, Vidf + R(E;, E;)dff

Onde a ultima igualdade se da por (14) usando que a conexao € simétrica.

Portanto temos que:

Zg (Ve Ve df,df) = Z[(vE Vi df)(E)] df (E;)

+Zg E:)df*, E;) df (E)
—Z Vi, Vi,df)(E +Zg VE;, Ey)df*, E;)
_Z (Vi,Vidf)(E +Zg R(df*, Ey)df*, E;)

—Z VEVEdf)( )] df (E )"‘Rlc(dfﬁ dfﬁ>

Onde a peniltima igualdade vem de que ¢"/ = §; ;

Nos resta agora somente calcular o primeiro termo da dltima soma. Para
isso basta ver que exatamente como fizemos em (15) podemos concluir que
(VE,VEdf)(E;) = Vi, (Hess f(E;, E;)) Por fim basta temos que:

S (Vi Vi df)(E)] df ZVE ZHessf E;, E;)) df (E;)

,J

—ZVE — Af) df(E))

- Z d(Af)(E;) df (E;)
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= —g(d(Af), df)

Concluindo entao que

S A(dfP) = [Hess(/)P? — gld(Af), df) + Ric(df*, df’)

3. APLICACOES A GEOMETRIA E A TOPOLOGIA

Nesta secao usaremos os identidades da secdo anterior para demonstrar
dois resultados que nos dao uma conexao entre Geometria Topologia e Ana-
lise em uma variedade. Além disso enunciarei um teorema importante da
Teoria de Hodge.

O teorema fundamental que da partida a Teoria de Hodge diz que em
toda classe de cohomologia de uma forma contém exatamente uma forma

harmonica *. Ou seja, temos o seguinte teorema:

Teorema 3.1 (Teorema de Hodge). Seja (M, g) uma variedade compacta e

orientada, entdo temos o isomorfismo:
h: ker A¥ — H*(M)

w = [w]
Onde H*(M) é o k-ésimo grupo de cohomologia de De Rham de M.

Corolario 3.2. Se g, e gy sdo métricas riemannianas numa mesma varie-
dade M temos que dimker Ay = dimker Ay,

Demonstragdo. Como os grupos de Cohomologia sdo invariantes topoldgicos,

temos que os nimeros de Betti também o sdo, e o resultado segue. U
Corolario 3.3. H*(M) ~ H"*(M)

Demonstragcdo. Por 1.8 temos que a fungdo w +— *(w) é um isomorfismo

entre ker A* e ker A"~*, e pelo teorema o resultado segue. U

3Isso faz sentido pois w é harmonica sse dw = 0 e dw = 0, em particular, toda forma
harmoénica € fechada.
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Lembre-se que H°(M) = {f € C* : df = 0}, portanto temos que se M
é conexa H°(M) ~ R, pois df = 0 <= f é constante nas componentes
conexas de M. Assim podemos demonstrar o seguinte resultado.

Corolario 3.4. Sejam g, e go duas métricas riemannianas em M, uma va-
riedade conexa compacta e orientada, tais que Vol(M, g;) = Vol(M, g2),

entdo existe w € Q"1 (M) tal que

dvol,, = dvol,, + dw

Demonstragdo. Como vimos acima H"(M) ~ H°(M) ~ R.

Logo a aplicagdo ¢: H"(M) — R quelevaw — [, w

(1) Esta bem definida pelo teorema de Stokes
(2) E sobrejetora pois Vol(M) # 0, e assim gb(m dvol,,) =1
(3) E um isomorfismo pois dim H"(M) = dim R

Portanto o resultado segue pois temos que ¢(dvol,, ) = ¢(dvol, ). O

Vamos agora nos voltar as aplicacdes das identidades de Bochner.
O primeiro teorema, bastante simpatico, que provarei é uma consequéncia
direta de 2.4.

Teorema 3.5. Seja (M, g) uma variedade compacta e orientada com Ric >
0, entdo H*(M) =0

Demonstragdo. Se H'(M) # 0, entdo existiria w € ker A! ndo nulo, e

portanto por 2.4 temos que:
0 = (Aw,w) = (V'Vw,w) + (Ric(w), w)
= (Vw, Vw) —l—/Mg(Ric(w),w)dvol
Onde a dltima igualdade vale por 8.

O primeiro termo da dltima igualdade € > 0 e o tltimo é positivo pois

Ric(w,w) > 0, 0 que nos da um absurdo. O

Vamos provar um lema simples que nos serd util na demonstracao do

proximo teorema.
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Lema 3.6. Seja w € QY (M). Temos que

/M §(w)dvol = 0

Demonstragdo.

/Mé(w)dvol: Mé(w)/\*(l)

= (0(w), 1)
= {w,d(1))
= (w,0) =0

Como consequéncia imediata temos que

Corolario 3.7. Seja [ € C*, entdo

/ Afdvol =0 01O
M

Estamos prontos para demonstrar um resultado que relaciona a Geome-
tria de uma Variedade, com Equagdes Diferenciais nessa vareidade. Mais
precisamente daremos uma relacio entre a curvatura de uma variedade e os

autovalores do Laplaciano nessa variedade.

Teorema 3.8 (Teorema de Lichnerowicz). Seja (M", g) uma variedade ri-

emanniana compacta tal que
Ric > pg

para algum p > 0. Entdo

n
A1 >

n—lp

onde )\ é primeiro autovalor positivo do Laplaciano.

Demonstragdo. A demonstracdo deste fato se baseia na Formula (2.5).
Se f é autofung@o de A associada ao autovalor A > 0 temos que por
(2.5):

S A(df?) = [Hess(7)? — gldf, d(Af) + Ricdf?, df*)
= [Hess(/)[* — Mg(df. df) + Ric(df*, df)
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Integrando obtemos que:
0 = |[Hess f||* — A||df||* + /MRic(dfﬂ,dfﬁ) dvol
> |[Hess f||* — Alldf[|* + plldf||*
Utilizando mais uma vez que f é uma autofuncao do Laplaciano temos que:
IAFI* = (Af, Af) = Mf,adf) = A|df||*
Portanto
(16) 0> |[Hess f1” — | Af] + SllAf|?

Tomando F; uma base ortonormal de 7}, M para algum p € M e estendendo
E; a campos de vetores em uma vizinhanga de p por transporte paralelo.
Temos que

Af = —trHess f = —ZHessf(Ei,Ei)
Entdo temos que

(Af)? = (D Hess f(B;, B))” = (3 1Hess f(E;, Ey))”
< (Z 12)(2 Hess f(E;, E;)?)
— n(z Hess f(E;, E;)?)

<n Z Hess f(E;, E;)?
1,3

= n|Hess f|?

E assim temos que
1
[Hess f|* > —(Af)”
n

Obtendo finalmente que
0 > [[Hess fI” = Mdf[|* + Sllar |
> LA = |afE + 2)ag)?
- n A
= (L -1+ ) )Ar?
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De maneira que se A > 0 entdo [|Af|* > 0, o que implica que X > p—L.
Em particular temos que:

A >p i

n—1

U

O espectro do Laplaciano traz consigo muitas informacdes geométricas
da variedade, como condicdes nas curvaturas e o proprio volume da varie-
dade, portanto ndo é uma surpresa que calcular explicitamente espectros de
variedades € um trabalho dificil. O espectro de esferas € calculado em [1].
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